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ОТ РЕДАКТОРА

В монографии исследуются задачи комплексного анализа, реше-
ние которых наиболее эффективно получается посредством приме-
нения геометрических и топологических методов в совокупности. За-
тронутая в книге проблематика связывает в один узел проблемы ком-
плексного анализа, геометрии и топологии.

Первый цикл рассматриваемых задач — это вопросы, связанные с
далеко идущими обобщениями классического "принципа граничного
соответствия". Полученные здесь результаты, благодаря методу, по-
зволяют, не ограничиваясь плоским случаем и аналитическими фун-
кциями, получить общие утверждения об отображениях внутренно-
стей областей при некоторых, по возможности минимальных, усло-
виях на границе.

Вторая часть посвящена исследованию задач геометрической те-
ории функций комплексного переменного. В частности, на основе
метода разделяющего преобразования предлагаются новые подхо-
ды к исследованию задач о неналегающих областях, что позволило
значительно обобщить и усилить ранее известные результаты. Этим
вопросам посвящены главы со второй по пятую.

В монографии исследуются проблемы, которые представляют на-
учные интересы авторов. Но разработанные в ней понятия и методы
позволяют ставить вопрос о решении многих других задач компле-
ксного анализа и применении геометрических и топологических ме-
тодов в анализе. В книге приведены наиболее интересные, с точки
зрения авторов, нерешенные до настоящего времени задачи, пред-
ставляющие широкую базу и источник тем для дипломных и дис-
сертационных работ.

Ю.Ю. Трохимчук, доктор физико–математических наук, про-
фессор, член-корреспондент Национальной академии наук Украи-
ны, главный научный сотрудник отдела комплексного анализа и тео-
рии потенциала Института математики Национальной академии на-
ук Украины.



ПРЕДИСЛОВИЕ

Приводимые в монографии результаты не претендуют на полное
освещение возможностей геометрических и топологических методов
в комплексном анализе. Они отражают отношение авторов к геоме-
трическому подходу к вопросам анализа и в подавляющем большин-
стве основаны на результатах их собственных научных исследова-
ний. Результаты других авторов, которые здесь приводятся, привле-
чены для придания предмету исследования определенной завершен-
ности, хотя, как видно из текста, затронутая тема еще очень далека
от того, чтобы утверждать, что в ней решены все основные про-
блемы. Авторы надеются, что монография послужит толчком для
привлечения молодых исследователей к интересной развивающейся
тематике, в которой эффективно используются методы комплексно-
го анализа, геометрии и топологии.

Книга может использоваться и как пособие, и даже просто как
справочник. В первом случае, при последовательном чтении — это
введение в предмет, во втором — это возможность выборочного зна-
комства с результатами и нерешенными проблемами данной темати-
ки, в частности, с применениями геометрических и топологических
методов в комплексном анализе.

Перейдем к краткому содержанию работы и порядку ее изучения.
Цикл вопросов, которые здесь излагаются, можно разбить на две

части: первая посвящена задачам, связанных с обобщениями "прин-
ципа граничного соответствия", вторая — вопросы геометрической
теории функций.

В связи с этим, в зависимости от интересов читателя, возможны
различные подходы к изучению этой книги. Если, например, чита-
теля больше привлекают исследования кратности отображения, то
ему будут более интересны первые шесть параграфов первой главы.
История возникновения и решения излагаемых задач приводится в
разделе 1.7, поэтому во введении уделим больше внимания связи
между утверждениями и конспективном обзоре содержания. Чита-
тель, которому более близки вопросы исследования геометрической
теории функций комплексного переменного, может сразу переходить
ко второй главе.

Первая серия проблем изложена в написанной Ю.Б. Зелинским
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первой главе, которая посвящена исследованию существования кра-
тных точек при отображении областей, если известно поведение
ограничения отображения на границу или ее часть. Первый пара-
граф носит вспомогательный характер. В нем приводятся основные
определения класса отображений и степени отображения, исполь-
зуемые в первой главе. Во втором параграфе вводится понятие ло-
кальной степени отображения, которое является одним из основных
в первой главе, приводятся критерии ее существования. Примене-
ние локальной степени отображения позволяет в третьем парагра-
фе установить ряд теорем о стирании особенностей непрерывных
функций и критерий монотонности отображения при наличии пло-
тного множества точек, имеющих связные прообразы. В четвертом
параграфе изучаются минимальные условия на поведение ограни-
чения отображения на границу области, которые позволяют судить
о монотонности отображения внутри области, а в случае нульмер-
ного внутри области отображения дают общие принципы гранично-
го соответствия. В пятом параграфе строятся примеры, показыва-
ющие существенность тех ограничений, которые накладываются в
предыдущих исследованиях. В частности показано, что классиче-
ский принцип граничного соответствия перестает быть верным для
областей, граница которых отлична от жордановой кривой. Шестой
параграф посвящен решению некоторых проблем кратности отобра-
жения областей, некоторые из которых поставлены польским мате-
матиком А. Косинским в 1957 году [309].

Вторая часть данной монографии посвящена разработке мето-
дов решения задач геометрической теории функций комплексного
переменного. Основное внимание здесь уделено дальнейшему разви-
тию известного направления геометрической теории функций ком-
плексного переменного, а именно, экстремальным задачам о ненале-
гающих областях (вторая — пятая главы).

Основными объектами исследования являются функционалы, за-
данные либо на классах однолистных функций, либо на классах
открытых множеств расширенной комплексной плоскости. В моно-
графии излагаются новые подходы (в частности, метод "управляю-
щих" функционалов), которые позволяют получить полное решение
некоторых классов достаточно общих задач, обобщают и, в ряде слу-
чаев, усиливают ранее известные результаты.

В книге представлена результативность системного использова-
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ния методов разделяющего преобразования, вариационных, квадра-
тичных дифференциалов, симметризации, теории потенциалов при
решении новых классов экстремальных задач. Главы 2 — 5 написа-
ны Бахтиным А.К. и Бахтиной Г.П. на основе авторских, а также
совместно полученных результатов.

Данная работа не является полным обзором по проблемам геоме-
трической теории функций комплексной переменной. Для ознаком-
ления со всем богатством идей, методов и результатов геометриче-
ской теории следует обратиться к фундаментальным монографиям
и обзорам: Голузин Г.М. [94], Дженкинс Дж. [104], Хейман В.К. [229],
Лебедев Н.А. [162], Милин И.М. [169], Шеффер А.С. и Спенсер Д.С.
[338], Кузьмина Г.В. [145], Дубинин В.Н. [110], Дюрен П. [276], Але-
ксандров И.А. [2], Солынин А.Ю. [201], Васильев А.Ю. [350].

Написание настоящей книги стало возможным благодаря актив-
ной поддержке членов семинара по комплексному анализу Институ-
та математики НАН Украины. Всем им, принявшим активное уча-
стие в обсуждении многих рассмотренных в книге результатов, ав-
торы выражают сердечную признательность.

Авторы.



ГЛАВА 1

НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
ОБЛАСТЕЙ НА МНОГООБРАЗИЯХ

Основная цель настоящей главы — найти такие минимальные
условия, накладываемые на поведение отображения на границе пло-
ской области, обеспечивающие однолистность отображения внутри
области. Методы, которые для этого применяются, позволяют рас-
смотреть более общую ситуацию. А именно, мы не будем ограничива-
ться плоским случаем, и изучим поставленный вопрос относительно
областей n-мерного евклидового пространства Rn или же n-мерного
многообразия.

Для понимания этой главы необходимо владеть некоторыми по-
нятиями общей и алгебраической топологии, в частности, такими
как: локально компактное пространство, n-мерное многообразие,
ориентируемое многообразие, группа когомологий (с компактными
носителями) с коэффициентами в группе Z целых чисел или группе
Z2 вычетов по модулю 2, точные последовательности групп.

1.1 Основные понятия

Пусть Mn и Nn — n-мерные многообразия. Под областью D ⊂
Mn будем понимать открытое связное подмножество Mn. Случаи,
когда на Mn и Nn накладываются дополнительные ограничения,
будут особо оговариваться.

Если X — локально компактное пространство, то пусть Hi
c(X) —

его i-я группа когомологий с компактными носителями, с коэффи-
циентами в группе Z целых чисел [202].

Если Mn — ориентируемое n-мерное многообразие, то Hn
c (Mn) =

Z. Ориентируемое многообразие с выбранной образующей ηn (Mn)
группы Hn

c (Mn) называется ориентированным. Если Mn — ориен-
тированное многообразие, а D — область в Mn, то известно, что
канонический гомоморфизм j : Hn

c (D) → Hn
c (Mn) будем изоморфи-

змом. Положив ηn (D) = jηn (Mn), получим ориентацию произволь-
ной области в Mn. В дальнейшем все многообразия предполагаются
ориентированными.

1.1.1. Определение. Если X и Y — локально компактные про-
странства, то отображение f : X → Y называется собственным,



1.2 Локальная степень отображения 15

если прообраз произвольного компакта, принадлежащего Y , есть
компакт в X.

1.1.2. Если f : Mn → Nn — собственное отображение и ϕ =

f
∣∣∣
D

: D → Nn, то для произвольной точки y ∈ Nn \ ϕ(∂D) мо-

жно определить степень отображения следующим образом. Выбе-
рем некоторую открытую окрестность U(y) точки y такую, что
ϕ(∂D) ∩ U(y) = ∅. Существует такое целое k, что jϕ∗ (ηn(U)) =
kηn(D), где j : Hn

c

(
ϕ−1U

)
→ Hn

c (D) — канонический гомоморфизм,

а ϕ∗ : Hn
c (U) → Hn

c

(
ϕ−1U

)
индуцировано отображением ϕ. Изве-

стно, что k не зависит от выбора U(y). В дальнейшем это число
будем обозначать через γ(D, f, y). Известно, что γ (Mn, f, y) — по-
стоянно для всех y ∈ Nn, а также, если Di ∩ Dj = ∅ при i 6= j,
то

1.1.3. γ

(⋃
i

Di, f, y

)
=

∑
i

γ (Di, f, y) (так называемый "принцип

аргумента").

1.2 Локальная степень отображения

1.2.1. Будем изучать локальное поведение отображения f :
Mn → Nn, а поэтому достаточно считать, что имеем отображение
области D ⊂ Mn в область D1 ⊂ Nn. Для каждой точки y ∈ D1

прообраз f−1(y) при собственном отображении f : D → D1 распа-
дается на компактные компоненты. Каждую из компонент f−1(y)
будем называть континуумом отображения.

Любая окрестность континуума отображения c ⊂ f−1(y) содер-
жит открыто-компактную порцию Q множества f−1(y), содержащую
c. Известно, что собственное отображение замкнуто, т.е. образ за-
мкнутого множества замкнут. В силу замкнутости отображения f и
компактности Q найдется открытая окрестность U(y) ⊂ D1 точки
y = f(c) такая, что любая компонента Vi, 1 ≤ i ≤ i0, прообраза
f−1(y), пересекающая компакт Q, не пересекает f−1f(c) \Q, и ее за-
мыкание Vi компактно и лежит в D. Это следует из известных теорем

для замкнутых отображений [154]. Ограничение fi = f
∣∣∣
Vi

: Vi → U

— собственное, и следовательно, согласно 1.1.2, определена степень
γ (Ui, fi, y) отображения fi, 1 ≤ i ≤ i0.

1.2.2. Определение. Целое число γ(
⋃
i

Ui, f, y) =
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∑
i

γ (Ui, fi, y) = γ(Q) назовем Q-степенью отображения f .

Легко убедиться, что определение Q-степени корректно, т. е. не
зависит от выбора окрестности U(y).

1.2.3. Определение. Собственное отображение f назовем по-
ложительно (соответственно отрицательно) ориентированным
на континууме отображения c, если существует порция Q ⊃ c та-
кая, что при всех Q′ ⊂ Q Q′-степень γ (Q′) ≥ 0 (соответственно
γ (Q′) ≤ 0).

Если указанное неравенство выполняется на каждом континууме
отображения, то говорим о положительной (отрицательной) ориен-
тированости отображения f области D, и будем говорить о строгой
ориентированости, если все неравенства не обращаются в нуль.

1.2.4. Определение. Скажем, что собственное отображение
имеет на континууме отображения c локальную степень γ(c), если
существует открыто-компактная порция Q ⊂ f−1f(c) такая, что
для произвольной открыто-компактной порции Q′ ⊂ Q такой, что
Q′ ⊃ c, γ (Q′) =const (= γ(c)).

1.2.5. Определение. Назовем собственное отображение f :
D → D1 изолированным на континууме отображения c, если c
— изолированная компонента множества f−1f(c). Если указанное
свойство имеет место на всех континуумах отображения c ⊂ D,
то назовем f изолированным отображением (dc — отображением
от discrete и continuum).

1.2.6. Замечание. Классическое определение — случай, когда
континуум вырожден, т.е. состоит из точки, не исключается.

1.2.7. Лемма. Если отображение f изолированно на контину-
уме c ⊂ D, то на c существует локальная степень отображения.

Доказательство следует из определения 1.2.4, так как c будет
открыто-компактной порцией f−1f(c).

1.2.8. Лемма. Для того чтобы локальная степень γ(c) су-
ществовала на континууме отображения c ⊂ D, необходимо и
достаточно, чтобы для некоторой открыто-компактной порции
Q ⊂ f−1f(c) на каждой компоненте c′ ⊂ Q \ c существовала ло-
кальная степень γ (c′), причем γ (c′) = 0.

Необходимость следует из определения γ(c). Если теперь рассмо-
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трим открыто-компактную порцию Q ⊂ f−1f(c) и при c′ ⊂ Q, c′ 6= c,
γ (c′) = 0, то γ(Q) = γ(c) +

∑
c′

γ (c′) = γ(c), что доказывает достато-

чность.
1.2.9. В некоторых случаях удобно другое определение локаль-

ной степени. Соотношение между определениями изучено ниже.
Для произвольного континуума отображения c ⊂ f−1(y) и прои-

звольной окрестности U(y) точки y такой, что U(y) ∩ f (∂D) = ∅,
выберем связную компоненту V ⊂ f−1(U) такую, что V ⊃ c. Тогда,
согласно 1.1.2, определена степень отображения γ(V, f, y, U). Ска-
жем, что f имеет на континууме отображения c ⊂ D локальную
степень γ1(c), если существует окрестность U(y) такая, что при всех

U ′(y) ⊂ U(y), γ (V ′, f, y, U ′) = const (= γ1(c)),

где V ′ ⊃ c — компонента f−1(U)′. Степень γ(V, f, y, U) при таком
определении уже зависит от выбора U(y), а именно: если U ′ ⊂ U , то
γ(V, f, y, U) = γ (V ′, f, y, U ′) +

∑
i

γ (Vi, f, y, U ′), где Vi — компоненты

f−1(U ′), лежащие в V и не совпадающие с V ′.

1.2.10. Лемма. Если γ(c) существует, то существует и γ1(c),
причем γ1(c) = γ(c).

Доказательство. Пусть Q ⊃ c такая, что для произвольной
Q′ ⊂ Q, γ (Q′) = γ(Q). Выберем U(y) для y = f(c) такую, что если
Ui ⊂ f−1(U) и Ui ∩ Q 6= ∅, то Ui ∩

[
f−1f(c) \ Q

]
= ∅. Взяв тогда

область V ⊂ f−1(U), V ⊃ c, для Q′ = Q ∩ V , получим

γ(c) = γ(Q) = γ (Q′) = γ (V, f, f(c), U) = γ1(c).

Последнее равенство следует из того, что предыдущие равенства бу-
дут выполняться для произвольной U ′(y) ⊂ U(y).

1.2.11. Определение. Собственное отображение f : D → D1

назовем квазиоткрытым на континууме отображения c, если для
произвольного открытого множества V , содержащего c, образ f(c)
принадлежит Int f(V ) по отношению к D1.

1.2.12. Лемма. Пусть f : D → D1, и для совокупности
открытых областей {Ui} таких, что Ui+1 ⊂ Ui и

⋂
i

Ui = y = f(c),

имеем γ (Vi, f, y, Ui) 6= 0. Тогда f — квазиоткрыто на континууме
отображения c.
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Доказательство. Предположим противное. Тогда для некото-
рой компоненты V (c) из f−1 (U(y)), V ⊂ D точка y = f(c) будет гра-
ничной для W = f(V ). Очевидно, что Int W 6= W и U(y) \ W 6= U(y)\
W , поэтому Hn

c (W ) = 0. Гомоморфизм f∗ : Hn
c (U(y)) → Hn

c (V (c))
индуцирован отображением f : V (c) → U(y), которое можно пред-
ставить в виде

V (c)
f0−−−−→ f [V (c)] = W

i−−−−→ U(y),

где i — вложение. Тогда f∗ = f∗
0 i∗,

Hn
c (U(y))

i∗−−−−→ Hn
c (W )

f∗
0−−−−→ Hn

c (V (c)) .

Но так как Hn
c (W ) = 0, получим i∗ [Hn

c (U(y))] = 0, следовательно,
f∗ [Hn

c (U(y))] = 0 и γ(V, f, y, U) = 0. Знак равенства выполняется
для всех Ui ⊂ U . Полученное противоречие доказывает лемму.

1.2.13. Лемма. Пусть f — собственно и положительно (отри-
цательно) ориентированно на всех компонентах из множества
f−1f(c), c ⊂ D. Тогда подмножество всех континуумов ото-
бражения c′ ⊂ f−1f(c), на каждом из которых γ (Vi, f, y, Ui) >
0 (γ (Vi, f, y, Ui) < 0) для бесконечной последовательности {Ui},
Ui+1 ⊂ Ui,

⋂
Ui = y = f(c), Vi — компонента f−1(Ui), Vi ⊃ c′ являе-

тся изолированным в D и на каждом из них существует степень
отображения γ (c′).

Доказательство. Задача сводится к доказательству поло-
жительности степени при отображении произвольной открыто-
компактной порции. После этого, в предположении существования
предельного континуума отображения c0 во множестве строго поло-
жительно (строго отрицательно) ориентируемых континуумов ото-
бражения из f−1f(c), выбираются непересекающиеся окрестности
для L континуумов отображения из этого множества, L > γ0, γ0 =
γ (Q, f, f (c0)) (Q — открыто-компактная порция континуумов ото-
бражения c0, содержащая L выбранных континуумов отображения).
Из "принципа аргумента" 1.1.3 получим противоречие, доказываю-
щее лемму. Легко видеть, что указанные непересекающиеся окре-
стности существуют в силу замкнутости отображения f.
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1.3 Применение локальной степени

1.3.1. Теорема. Пусть в Mn задан произвольный компакт E
и пусть отображение f : Mn → Nn такое, что в каждой компо-
ненте множества Mn \ E f — собственно и γ(c) > 0 существу-
ет на каждом континууме отображения c ⊂ Mn \ E. Тогда либо
f (Mn) = Nn, либо f(E) ⊃ f (Mn \ E), т.е. в последнем случае все
значения, которые отображение принимает вне E, оно принимает
и на E.

Доказательство. Если f (Mn) = Nn, то теорема доказана.
Если же f (Mn) 6= Nn, то Hn

c (f (Mn)) = 0, так как в этом случае
f (Mn) — компактное подмножество Nn. Тогда степень отображения
γ (Mn, f, y) = 0 для всех y ∈ Nn. Так как на каждом континууме
отображения c ⊂ Mn \ E существует степень γ(c) > 0, то найдется
окрестность U(y) точки y = f(c) такая, что V (c) ⊂ Mn \ E, V (c) —
компонента f−1(U) и γ (V, f, y, U) > 0. Тогда найдется компонента
V1 ⊂ f−1(U), для которой γ (V1, f, y, Ui) < 0, f(V1) ⊃ y, потому что
суммарная степень γ

(
f−1U, f, y, U

)
= γ (Mn, f, y) = 0. А так как на

всех континуумах отображения из Mn\E локальная степень больше
нуля, то V1 ∩ E = ∅, и значит, существует c1 ⊂ f−1f(c), c1 ⊂ E. В
силу произвольности выбора c теорема доказана.

1.3.2. Теорема. Пусть f : D → D1 — собственное отображе-
ние, D — область в Mn и E ⊂ D — замкнутое подмножество
континуумов отображения таких, что для каждого c ⊂ E найде-
тся последовательность континуумов отображения {cn}, которая
сходится к c, cn ⊂ D \ E. На каждой компоненте открытого мно-
жества D \ E существует локальная степень отображения γ(c),
причем γ(c) > 0 и f(E) = f(D) = D1. Тогда в D1 существует мно-
жество D′

1 всюду второй категории (на D1), для каждой точки
y0 которого найдется бесконечная последовательность {cm} кон-
тинуумов отображения cm ⊂ D \ E таких, что f (cm) = y0.

Доказательство. Определим в D множества Fp (p = 0, 1, 2, ...)
всех точек y, каждой из которых соответствует не более чем p кон-
тинуумов отображения из D \ E. Так как f квазиоткрыто в D \ E,
то легко видеть, что дополнение к Fp открыто, т.е. Fp (p = 0, 1, 2, ...)
замкнуто в D, при этом для p > 1 множество Fp даже компактно в
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D.
Очевидно, что имеют место включения

F0 ⊂ F1 . . . ⊂ Fp ⊂ . . . .

Покажем теперь, что в наших условиях каждое из множеств Fp

(p = 0, 1, 2, ...) нигде не плотно в H = f(D). Допустим, что Fp содер-
жит некоторый открытый шар V и пусть y0 ∈ V — одна из точек
допустимой "кратности" среди всех точек V ; ей соответствует не бо-
лее чем p континуумов отображения ck ⊂ D \ (k = 1, 2, ..., k0; k0 6 p).
Далее, возьмем такие попарно непересекающиеся окрестности U(ck),
замыкания которых принадлежат D\E: образы этих замыканий суть
замкнутые области Vk, содержащие точку y0 строго внутри. Пересе-
чение всех Vk содержит некоторую окрестность V ′ точки y0 в силу
конечности k.

Очевидно, удаляя замкнутые области U(ck) из D, получим не-
которую область D′, содержащую компакт E и такую, что ни одна
точка из D′ \ E не имеет образа внутри V ′.

По теореме 1.3.1 для некоторого континуума отображения c0 ∈ E
будем иметь: f(c0) = y0. Так как E нигде не плотно в D′ =

D \
k0⋃

k=1

U(ck), то существует последовательность континуумов ото-

бражения {cm}, cm ⊂ D′ \ E, сходящихся к c0 : cm → c0 m → ∞.
Начиная с некоторого m, все значения f(cm) попадут внутрь окре-
стности V ′ точки f(c0) = y0, но это противоречит построению V ′.

Значит, множество F̃ =
⋃
p

Fp есть множество первой категории в

H и следовательно, D′
1 = H\F̃ =

∞⋂
p=0

(H\Fp) будет второй категории,

которое, как легко видеть, обладает требуемым свойством.

1.3.3. Теорема (о продолжении). Пусть f : D → D1 — соб-
ственно, причем γ(c) > 0 (γ(c) < 0) всюду в D, кроме, возмо-
жно, множества континуумов отображения E ⊂ D такого, что
f(D) \ f(E) всюду плотно в f(D). Тогда:

или отображение f является dc и квазиоткрыто в D, причем
γ(c) > 0 (γ(c) < 0) для всех c ⊂ D;

или найдется подмножество E(0) ⊂ E континуумов отобра-
жения со следующими свойствами:
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а) E(0) открыто в D;

б) E(0) совпадает со множеством всех континуумов, для кото-
рых γ(c) = 0;

в) на D \ E(0) отображение f является dc и всюду γ(c) > 0
(γ(c) < 0);

г) имеет место равенство f (D \ E(0)) = f(D).

Доказательство. Пусть c — континуум отображения, U(y)
— произвольная окрестность точки y = f(c). Если для каждой
U(y) в связной компоненте V (c) ⊂ f−1(U) содержатся континуу-
мы отображения из D \ E, то получаем а). Если же найдется окре-
стность U(y) такая, что V (c) полностью лежит в E, то f∗ = f∗

0 i∗,

f0 = f
∣∣∣
V

: V → f(V ) ⊂ f(E), i : f(V ) → D1. Отображение f0 —

собственное отображение V в U , образ которого не совпадает с U .
Поэтому аналогично лемме 1.2.13 получаем, что f∗ [Hn

c (U(y))] = 0
и γ(c) = 0, так как Hn

c (f(V )) = 0.

Множество E(0) открыто в D. Тогда D\E(0) замкнуто, а значит,
замкнуто и f (D \ E(0)) ⊃ f(D) \ f(E). Из плотности f(D) \ f(E) в
f(D) и замкнутости f (D \ E(0)) следует, что f (D \ E(0)) = f(D).
Теорема доказана.

1.3.4. Замечание. Пусть Mn и Nn — дифференцируемые мно-
гообразия класса C1 и f : Mn → Nn — дифференцируемое ото-
бражение класса C1. Тогда образ множества E(0) точек, в которых
якобиан J(x) обращается в нуль, согласно теореме Сарда [205], имеет
меру нуль в Nn. Следовательно, дополнение к f (E(0)) всюду пло-
тно в Nn. В точках, в которых якобиан не равен нулю, существует
степень отображения, равная ±1, в зависимости от знака якобиа-
на [144]. Используя доказанную нами теорему о продолжении, полу-
чаем утверждение.

1.3.5. Теорема. Пусть f : D → D1 — дифференцируемое соб-
ственное отображение класса C1 (D и D1 — области дифференци-
руемых многообразий класса C1) такое, что

1) J(x) ≥ 0 (J(x) ≤ 0) для всех x ∈ D;

2) если c — континуум отображения такой, что при x ∈ c (если
c — невырожденный континуум отображения, то очевидно, что
J(x) = 0 для всех x ∈ c) найдется последовательность xm → x0,
x0 ∈ c, такая, что J (xm) > 0 (J (xm) < 0). Тогда отображение f
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является dc и квазиоткрыто в D, причем γ(c) > 0 (γ(c) < 0), для
всех континуумов отображения c ⊂ D.

1.3.6. Определение. Отображение f : X → Y называется мо-
нотонным, если для произвольной точки y ∈ Y прообраз f−1y свя-
зен.

Рис. 1

1.3.7. Пример. Пусть точка q есть общая точка двух сфер бу-
кета S2

∨
S2 и пусть g : S2 → S2

∨
S2 — монотонное отображение,

стягивающее экватор в точку q и гомеоморфное вне экватора (cм.
рис. 1).

Пусть L — диаметр одной из сфер букета, содержащий точку q;
π : S2 → L — ортогональная проекция сферы на отрезок. Задаем
отображение h : S2

∨
S2 → S2

∨
L букетов пространств, тождествен-

ным на первой сфере, и проекцию π — на второй. Пусть φ : L → S2

— отображение класса C∞ с условием φ(q) = q и пусть отображение
ψ : S2

∨
L → S2 по первой компоненте тождественно, и по второй —

совпадающее с φ. Суперпозиция f = ψhq — отображение класса C∞

всюду f : S2 → S2.

1.3.8. Теорема. Пусть Mn и Nn — дифференцируемые мно-
гообразия класса C1 и f : Mn → Nn — дифференцируемое ото-
бражение класса C1 такое, что множество точек, в которых
J(x) 6= 0 плотно в множестве континуумов отображения, т.е.
если J(x) = 0, x ∈ c, то найдется последовательность xn → x0,
x0 ∈ c, такая, что J(xn) 6= 0. Для того, чтобы f было монотон-
ным и "на", необходимо и достаточно, чтобы либо γ (Mn, f, y) = 1
и J(x) ≥ 0, либо γ (Mn, f, y) = −1 и J(x) ≤ 0.
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Доказательство. Необходимость сразу вытекает из теоремы
Сарда [205]. Достаточность следует по теореме 1.3.5, так как при
указанных в нашей теореме условиях ее утверждение обеспечива-
ет существование степени отображения на каждом континууме ото-
бражения и γ(c) > 0 (γ(c) < 0). Предполагая, что для некоторой
точки y ∈ Nn существует более чем один континуум отображения
в прообразе, и применяя "принцип аргумента" 1.1.3, получаем про-
тиворечие. Теорема 1.3.6 обобщает теорему Черча [266], в которой
требовалось необращение в нуль якобиана на каждом открытом по-
дмножестве D (континуум отображения может содержать открытое
подмножество).

1.3.9. Для нульмерных отображений имеет место следующее ва-
жное утверждение [226]. Множество E(0) тех точек x ∈ D, в кото-
рых существует степень γ(x), причем γ(x) = 0 не содержит внутрен-
них точек, т. е. D \ E всюду плотно в D. Аналогом этого утвержде-
ния было бы утверждение: образ множества E(0) тех континуумов
отображения c ⊂ D, на которых существует степень γ(c), причем
γ(c) = 0, не содержит внутренних точек, т.е. D1 \ f (E(0)) всюду
плотно в D1 = f(D).

Если бы это утверждение имело место, оно было бы аналогом
теоремы Сарда для дифференцируемых отображений, так как ло-
кальная степень отображения играет для непрерывных отображе-
ний роль, аналогичную роли якобиана в дифференцируемом слу-
чае. Однако для произвольных непрерывных отображений указан-
ное утверждение не верно. Покажем это.

Построим непрерывное собственное отображение открытого ква-
драта Q2 ⊂ R2 на открытый квадрат, локальная степень которого
равняется нулю на каждом континууме отображения. Идея постро-
ения состоит в том, что сначала мы отображаем квадрат (−1, 1) ×
(−1, 1) на единичный полуинтервал [0, 1), а затем строим кривую Пе-
ано, отображающую этот полуинтервал на квадрат (−1, 1)× (−1, 1).
Первое отображение h легко устроить по закону h(A) = a, где

A =
{

(x, y)
∣∣ (|x| ≤ a, |y| = a)

∨
(|x| = a, |y| ≤ a)

}
, 0 ≤ a < 1.

Для задания второго отображения полуинтервала на квадрат ра-
зобьем полуинтервал [0, 1) на счетную последовательность замкну-
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тых отрезков

I0 =

[
0,

1

2

]
, I1 =

[
1

2
,
3

4

]
, . . . , Ij =

[
2j − 1

2j
,
2j+1 − 1

2j+1

]
, . . . ,

а квадрат — на счетную последовательность замкнутых областей

Q0 =

[
−1

2
,
1

2

]
×

[
−1

2
,
1

2

]
;

Q1 =

{
(x, y)

∣∣
(

1

2
≤ |x| ≤ 3

4
, |y| ≤ 3

4

)∨ (
|x| ≤ 3

4
,
1

2
≤ |y| ≤ 3

4

)}
;

. . . ;

Qj =

{
(x, y)

∣∣
(

2j − 1

2j
≤ |x| ≤ 2j+1 − 1

2j+1
, |y| ≤ 2j+1 − 1

2j+1

)∨

∨(
|x| ≤ 2j+1 − 1

2j+1
,
2j − 1

2j
≤ |y| ≤ 2j+1 − 1

2j+1

)}
;

. . . .

Каждому интервалу Ij поставим в соответствие область Qj . Изве-
стно [154], что локально связный континуум будет непрерывным
образом отрезка. Возьмем такие отображения: gj : Ij → Qj , при
этом существенно то, что gj можно согласовать так, чтобы отобра-

жение g, g
∣∣∣
Ij

= gj было непрерывным. Легко видеть, что так постро-

енное отображение g — собственно. Взяв суперпозицию отображений
f = gh, получаем требуемое отображение.

Пусть U(y) — открытая область в Q2, f−1(U) = V — ее про-
образ при отображении f . Тогда U = f(V ) = gh(V ). В этом случае
f∗H2

c F (U) = h∗g∗H2
c (U), тем не менее g∗H2

c (U) = 0, так как dim
g−1U = 1. Отсюда следует, что f∗H2

c F (U) = 0, а в силу произволь-
ности выбора U получаем, что степень γ(c) существует на каждом
континууме отображения и равна нулю.

Докажем еще одну теорему о дифференцируемых отображениях.
Для этого потребуется следующая лемма, справедливая и в общем
случае.

1.3.10. Лемма. Если f : D → D1 — собственное отображение,
c — континуум отображения, то для любой последовательности
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{ci} → c, ci ⊂ D, и открыто-компактной порции Q, лежащей в
некотором открытом множестве V ⊂ D, существует такой но-
мер i0 = i0 (Q0), что для каждого i > i0 найдется такая порция
Qi ⊃ ci, Qi ⊂ V , что γ (Qi, f, f (ci)) = γ (Q0, f, f (c0)).

Доказательство. Пусть ci ⊂ D и ci → c0 ⊂ D при i → ∞.
Возьмем окрестность U (y0) точки y0 = f (c0) такую, что U (y0) ∩
f(∂V ) = ∅, тогда любая компонента Vk, 1 ≤ k ≤ k0, прообраза
f−1(U), пересекающая Q0, лежит вместе с замыканием в V . Тогда,
учитывая "принцип аргумента" 1.1.3, приходим к выводу, что будут
иметь место соотношения 1.3.11 и 1.3.12.

1.3.11. γ (Q0, f, f (c0)) =
∑
k

γ (Vk, f, f (c0)).

Так как ci → c0, то найдется номер i0 такой, что f (ci) ∈ U (y0).
Положим Qi = (

⋃
k

Vk)
⋂

f−1f (ci) . Легко видеть, что Qi — открыто-

компактная порция f−1f (ci) .

1.3.12. γ (Qi, f, f (ci)) =
∑
i

γ (Vk, f, f (c0)) =
∑
k

γ (Vk, f, f (c0)).

Сравнивая 1.3.11 и 1.3.12, получаем утверждение леммы.

1.3.13. Определение. Пусть f : D → D1. Континуум отобра-
жения c0 ⊂ D называется континуумом взаимной однозначности,
если f−1f (c0) = c0.

1.3.14. Теорема. Если f : D
на−−−−→ D1 — собственное диффе-

ренцируемое отображение класса C1 (D и D1 — открытые обла-
сти дифференцируемых многообразий класса C1, Mn и Nn соо-
тветственно), обладающие плотным множеством E континуу-
мов взаимной однозначности (под плотностью понимаем, что для
любого c0 ⊂ D найдется последовательность континуумов отобра-
жения {cm} → c0, cm ⊂ E), то f — монотонно.

Доказательство. На каждом континууме отображения c ⊂ E
существует локальная степень γ(c). Обозначим через Em множество
тех континуумов отображения c ⊂ E, на которых γ(c) = m. Имеет
место лемма.

1.3.15. Лемма. Если множество E(m) (E\E(m)) всюду плотно
в некоторой окрестности V ⊂ D, состоящей из континуумов ото-
бражения, то на всех континуумах отображения c ⊂ V имеет ме-
сто равенство γ(c) = m (найдется последовательность {Qi}, Qi —
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компактно-открытая порция f−1f (ci) такая, что γ (Qi, f, f (ci)) 6=
m {ci} → c).

Доказательство. Пусть c0 ⊂ V и Q — произвольная открыто-
компактная порция f−1f (c0), содержащая c0. В силу того, что E(m)
(E \ E(m)) всюду плотно в V , найдется последовательность кон-
тинуумов отображения ci ⊂ E(m) (E \ E(m)), которые сходятся
к c0. Тогда, согласно лемме 1.3.10, найдется номер i0 такой, что
для каждого i > i0 найдется такой элемент Qi ⊃ ci, Qi ⊂ V , что
γ (Qi, f, f (ci)) = γ (Q0, f, f (c0)). Но так как ci ⊂ E, то Qi = ci, и
следовательно, γ (Q0, f, f (c0)) = γ (ci) = m (6= m). В силу прои-
звольности выбора Q0 лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.3.14. Покажем, что множество
E(0) не может быть всюду плотным в V . Предположим обратное. То-
гда по лемме 1.3.15 γ(c) = 0 для всех c ⊂ V . Множество f(V ) нигде
не плотно в D, так как образ нулей степени включается в образ ну-
лей якобиана. Пусть c0 — континуум взаимной однозначности, при-
надлежащий V . Выберем последовательность точек {yn} → f(c0),
yn /∈ f(V ). Прообраз компакта A = (

⋃
n

yn)
⋃

f(c0) — компакт. Выбе-

рем по точке xn ∈ f−1(yn), тогда {xn} → x0, x0 /∈ V , и f(x0) =
lim

xn→x0

f (xn) = f (c0). Здесь возникает противоречие с выбором c0 как

континуума взаимной однозначности. И значит множество E \ E(0)
в V всюду плотно и, согласно лемме 1.3.15, γ(c) 6= 0 для всех c ⊂ V .
Из леммы 1.2.12 вытекает, что f — квазиоткрыто.

Покажем теперь, что f — монотонно. Если это не так, то найдутся
два континуума отображения c1 и c2 такие, что f (c1) = f (c2) = y.
Выберем окрестность U(y) такую, что связные компоненты V1 и V2

из f−1(U), содержащие c1 и c2 соответственно, попарно не пересекаю-
тся. Ограничение f на компоненты Vi, i = 1, 2, — собственное, квази-
открытое. Отсюда вытекает, что образ Vi должен быть одновременно
замкнут и открыт в U(y), следовательно, f(V1) = f(V2) = U. Однако
по условию в V1 должен найтись континуум c взаимной однозна-
чности отображения f , что противоречит равенству f(V1) = f(V2).
Теорема доказана.

1.3.16. Следствие. Если f : Mn на−−−−→ Nn — дифференциру-
емое собственное отображение дифференцируемых многообразий,
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обладающее плотным множеством континуумов взаимной одно-
значности, то f — монотонно.

1.3.17. Пример 1.3.9 показывает, что утверждение, аналогичное
теореме 1.3.12, не имеет место для произвольных непрерывных ото-
бражений. Приведенное в примере отображение можно построить
так, чтобы оно обладало плотным множеством континуумов взаим-
ной однозначности, но не было монотонным. Теорема 1.3.14 пере-
носит на собственные дифференцируемые отображения следующую
теорему (см. [226]).

Пусть f : D → Rn — нульмерное отображение. Если множество
точек взаимной однозначности плотно в D, то f — гомеоморфизм.

Аналогичную теорему для непрерывных собственных отображе-
ний можно доказать, если отображение f ациклично в размерностях,
отличных от нуля, а именно.

1.3.18. Теорема. Если f : D → D1 — собственное отображение,
ацикличное в размерностях, отличных от нуля, т.е. Hi

(
f−1(y)

)
=

0 при i > 0, и обладающее плотным множеством континуумов
взаимной однозначности, то f — монотонно.

Доказательство. Используя факторизационную теорему Эй-
ленберга [353], представим f в виде f = gh, где h — монотонное,
а g — нульмерное отображения. В нашем случае h ациклично во
всех размерностях. Тогда из теоремы Вьеториса–Бегла [202] следу-
ет, что h(D) — обобщенное когомологическое многообразие, т.е. та-
кое, у которого топологическое пространство групп когомологий, и
последние изоморфны соответствующим группам области D. То же
имеет место и для групп произвольных подобластей V ⊂ h(D) и
h−1V ⊂ D. Отображение g будет нульмерным отображением h(D) в
D1, обладающим всюду плотным множеством точек взаимной одно-
значности. Тогда, по теореме 1.3.12 g — топологическое вложение.
Отсюда вытекает, что f — монотонно. Исходя из теоремы 1.3.18, те-
ореме Вьеториса–Бегла можно придать следующую формулировку.

1.3.19. Теорема. Если f : Mn → Nn (или D → D1) — собствен-
ное отображение такое, что Hi

(
f−1(y)

)
= 0 при i > 0 для всех

y ∈ Nn, а H0
(
f−1(y)

)
= 0 для множества точек y, всюду плотно-

го в Nn, то Hi (Mn) ≈ Hi (Nn) при всех i.
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1.4 Критерии монотонности

1.4.1. Лемма. Пусть D — область в Mn и пусть U1 и U2 —
непересекающиеся области в D такие, что ∂U1 = ∂U2 и U1∪U2 6= D.

Не существует собственного отображения f : D → D1

(D1 ⊂ Nn) такого, что выполнены условия:
1) f (U1) = f (U2);
2) f (∂U1) ∩ f (Ui) = ∅, i = 1, 2;
3) f∗ : Hn−1

c (f (∂U1)) −→ Hn−1
c (∂U1) — эпиморфизм.

Доказательство. Пусть такое отображение существует. Рас-
смотрим коммутативную диаграмму с точными строками:

Hn−1
c (f (∂U1)) −−−−→ Hn

c (f (U1))

f∗

y
yf∗

i

Hn−1
c (∂U1)

δ−−−−→ Hn
c (Ui) −−−−→ Hn

c

(
Ui

)

Группа Hn
c

(
Ui

)
= 0, так как Ui 6= D.

Из точности нижней строки диаграммы следует, что δ — эпимор-
физм, тогда δf∗ — эпиморфизм и из коммутативности диаграммы
f∗

i — эпиморфизм. Группа Hn
c (Ui) = Z как группа открытой обла-

сти, но тогда Hn
c (f (U1)) = Z (она может быть нулевой или Z, как

n-мерная группа связного подмножества; нетривиальность ее следу-
ет из нетривиальности f∗

i ) и f∗
i — изоморфизм. Отсюда следует, что

отображение

f∗
1 ⊕ f∗

2 : Hn
c (f (U1)) → Hn

c (U1 ∪ U2) ≈ Hn
c (U1) ⊕ Hn

c (U2)

— мономорфизм.
В коммутативной диаграмме с точными строками

Hn−1
c (f (∂U1)) −−−−→ Hn

c (f (U1))

f∗

y
yf∗

1 ⊕f∗
2

Hn−1
c (∂U1)

i∗−−−−→ Hn
c (U1) ⊕ Hn

c (U2) −−−−→ Hn
c

(
U1 ∪ U2

)
= 0

Hn
c

(
U1 ∪ U2

)
= 0, так как U1 ∪ U2 6= D.
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Тогда i∗ и i∗f∗ — эпиморфизмы из точности нижней строки, а из
коммутативности диаграммы вытекает, что f∗

1 ⊕ f∗
2 — эпиморфизм,

отсюда следует, что f∗
1 ⊕ f∗

2 — изоморфизм.
Но группа Hn

c (f (U1)) = Z не может быть изоморфной группе
Z ⊕ Z = Hn

c (U1) ⊕ Hn
c (U2).

Лемма доказана.

1.4.2. Лемма. Пусть D — область в Mn и пусть U1 и U2 —
непересекающиеся области в D такие, что ∂U1 = ∂U2 и U1∪U2 = D.

Не существует собственного отображения f : D → D1

(f (U1) ⊂ Nn) такого, что выполнены одновременно:
1) условия 1 — 3 леммы 1.4.1;
2) степень γ (Ui, f, y) > 0 при i = 1, 2.

Доказательство. Если такое отображение существует, то со-
гласно лемме 1.4.1 отображения f∗

i : Hn
c (f (U1)) −→ Hn

c (Ui) – изо-
морфизмы. Запишем коммутативную диаграмму:

Hn−1
c (f (∂U1)) −−−−→ Hn

c (f (U1)) −−−−→ Hn
c (f (D))

yh∗

yf∗
1 ⊕f∗

2

y

Hn−1
c (∂U1)

δ−−−−→ Hn
c (U1) ⊕ Hn

c (U2)
i∗−−−−→ Hn

c (D) −−−−→ 0

Гомоморфизм i∗ имеет нетривиальное ядро Ker i∗ ⊃ {a,−a}, a 6=
0. В силу точности нижней строки Im δ = Ker i∗. Тогда Im δh∗ =
Ker i∗.

Из коммутативности диаграммы следует, что Im (f∗
1 ⊕ f∗

2 ) ⊃
Im δh∗ ⊃ {a,−a} . В силу условия 2 леммы это возможно только
при a = 0.

Полученное противоречие доказывает лемму.
1.4.3. Определение. Для замкнутого подмножества L ⊂ K

множества K ⊂ Mn назовем множество Ck (f, L) (или просто
C(f)) предельным, т.е. множество всех точек α из f(K) таких,
что существует последовательность {zn} ⊂ K\L, lim

n→∞
zn = z0 ∈ L

и lim
n→∞

f (zn) = α.

1.4.4. Определение. Пусть f — непрерывное отображение
открытого в Mn множества D в то же пространство Mn. Назо-
вем отображение f затухающим к границе, если для произвольно-
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го ε > 0 найдется δ > 0 такое, что из ρ (x, ∂D) < δ следует, что
ρ (x′, ∂D) < ε, где x′ ∈ f−1f(x).

1.4.5. Определение. Для границы ∂D области D ⊂ Mn на-
зовем множество CD (f, ∂D) (или просто C(f)) предельным, т.е.
множество всех точек α из f(D) таких, что существует после-
довательность {zn} ⊂ D, lim

n→∞
zn = z0 ∈ ∂D и lim

n→∞
f (zn) = α.

Если f определено на ∂D, предельное множество просто обраща-
ется в f (∂D).

1.4.6. Лемма. Условие C(f) ∩ f(D) = ∅ достаточно, а при
γ(x) > 0 и необходимо для того, чтобы f было затухающим к гра-
нице.

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнено C(f) ∩
f(D) = ∅, но существует ε такое, что для всех δn > 0, {δn} → 0 най-
дутся xn и x′

n такие, что ρ (xn, ∂D) < δn и ρ (x′
n, ∂D) > ε, где x′

n ∈ Fx.
Тогда из {x′

n} легко выделить сходящуюся подпоследовательность,
потому что все x′

n можно поместить в компактное подмножество,
граница которого находится на положительном расстоянии от ∂D.
Пусть эта подпоследовательность

{
x′

nk

}
→ x0 ∈ D, но при этом

{xnk
} → ∂D; f (xnk

) = f
(
x′

nk

)
и lim

x′
nk

→x0

f
(
x′

nk

)
= lim

xnk
→∂D

f (xnk
) =

f (x0) , а отсюда следует, что наше условие не выполнено.
Необходимость. Пусть выполнено условие затухания к границе,

но C(f) ∩ f(D) = A 6= ∅. Тогда найдутся точки y0 ∈ A, x0 ∈ D
такие, что f (x0) = y0, и последовательность {xn} → ∂D такая, что
{f (xn)} → f (x0) . Найдется также и последовательность {x′

n} → x0

такая, что f (x′
n) = f (xn).

Тогда для произвольного δn > 0 существует xn такое, что
ρ (xn, ∂D) < δn. Обозначим ρ (x0, ∂D) = ε1, и выберем N такое, что
ρ (x′

n, x0) < ε1

2 для всех n > N .
Тогда из условия затухания для ε = ε1

2 , ρ (x′
n, ∂D) > ε и

ρ (xn, ∂D) > δ для каждого xn ∈ Fx′
n

при n > N , а это означает,
что {xn} 6→ ∂D. Полученное противоречие доказывает лемму.

1.4.7. Лемма. Условие C(f)∩ f(D) = ∅ необходимо и достато-
чно для того, чтобы отображение f было собственным.

Доказательство. Достаточность. Пусть это не так. Тогда
найдутся компакт A ⊂ f(D) и последовательность {xn} → ∂D такие,
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что ρ
(
f−1(A), ∂D

)
= 0 и xn ∈ f−1A. Отсюда вытекает, что f (xn) ∈

A ⊂ f(D). Но, так как A — компакт, {f (xn)} → y0 ∈ A, то есть[
lim

xn→∂D
f (xn)

] ⋂
f(D) = y0 6= ∅. Получили противоречие.

Необходимость. Пусть для произвольного компакта A ⊂ f(D),
f−1(A) — компакт, и пусть C(f) ∩ f(D) = B 6= ∅ тогда найдется по-
следовательность {xn} → ∂D такая, что {f (xn)} → y0 ∈ B. Множе-
ство A = {f (xn)} ∪ y0 — компакт, а его прообраз f−1(A) включает в
себя последовательность {xn}, которая сходится к границе и не име-
ет предельной точки в D. То есть f−1(A) не компакт. Полученное
противоречие доказывает лемму.

1.4.8. Лемма. Из условия C(f) ∩ f(D) = ∅ следует, что для
произвольного ε > 0, найдется δ > 0 такое, что для всех x ∈ D
таких, что ρ (x, ∂D) < δ, ρ (f(x), ∂f(D)) < ε.

Доказательство. Если это не так, то найдется последова-
тельность {xn} → ∂D такая, что yn = f (xn), ρ (yn, ∂f(D)) > ε,
lim yn = y0 ∈ f(D), но так как A = {f (xn)} ∪ y0 — компакт, то по
лемме 1.4.7 f−1(A) также является компактом, а значит, {xn} 6→ ∂D.
Лемма доказана.

1.4.9. Лемма. Условие C(f) ∩ f(D) = ∅ достаточно, для того,
чтобы степень отображения f существовала в каждой точке y0 ∈
f(D) и была одинаковой.

Доказательство. Известно [349], что для всякого собственного
отображения f : D → Y — степень отображения существует для
всех точек Y \f(∂D) и постоянна на каждой связной компоненте Y \
f(∂D). Как показано в лемме 1.4.7 отображение, удовлетворяющее
указанному выше условию, совершенно, кроме того, f(D) — связно
как непрерывный образ связной области D. Лемма доказана.

1.4.10. Теорема. Пусть f : D → Nn (D — открытое множе-
ство в Mn) и выполнены условия:

1) C(f) ∩ f(D) = ∅;
2) для каждой компоненты Di ⊂ D найдется открытая пор-

ция Γi = Ui ∩ ∂D границы ∂D такая, что если последовательность

{xn} → x0 ∈ Γi (xn ∈ D), то последовательность
{

x
′

n

}
→ x0, где x

′

n

— произвольная точка из f−1f (xn), и Γi разбивает свою открытую
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окрестность Ui в Mn;
3) на каждом континууме c ⊂ D существует локальная сте-

пень γ(c) > 0.

Тогда 1) f
∣∣∣
D

— монотонное отображение; 2) гомоморфизм f∗ :

Hn
c (f(D)) −→ Hn

c (D) , индуцированный отображением f — изо-
морфизм.

Доказательство. а) Если D — открытая область и в прои-
звольной окрестности Γ найдутся точки, не принадлежащие D, най-
дется U0 — открытая область в Rn такая, что Γ1 = U0 ∩ ∂D ⊂ Γ.
Разбиение на U0 \ D доопределим одноточечным.

Таким образом определенное разбиение вместе с разбиением, ин-
дуцированным отображением f на D, задает проекцию P : U → Y ,
где Y — пространство разбиения. Степень отображения P |D совпада-
ет со степенью отображения f . Для проекции P выполнено условие
леммы 1.4.9 CU (P, ∂U)

⋂
P (U) = ∅, а поэтому, согласно этой лемме,

степень одинакова во всех точках P (U).
Для замкнутого в U множества D ∪ Γ1 = F имеет место точная

последовательность

...
j−−−−→ Hi−1

c (F )
∂−−−−→ Hi

c (U \ F )
i−−−−→ Hi

c(U)
j−−−−→

j−−−−→ Hi
c(F ) −−−−→ ... ,

где Hi
c(X) — группы когомологий с компактными носителями с ко-

эффициентами в группе Z — целых чисел.
Группы Hn

c (U \ F ) и Hn
c (U) равны Z как n-мерные группы ко-

гомологий n-мерных открытых областей.
Hn

c (F ) = 0, так как F = F 6= U.
Обозначим V = P (U), H = P (F ). Тогда имеет место коммута-

тивная диаграмма

Hn
c (V \ H) −−−−→ Hn

c (V )

≀ ≀
yP∗

yµ∗

Hn
c (U \ F )

i−−−−→ Hn
c (U) −−−−→ Hn

c (F ) = 0

Аналогично предыдущему замечанию Hn
c (V \ H) = Z, Hn

c (V ) =
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Z, P ∗ — изоморфизм в силу одноточечности P
∣∣∣
U\F

. Отображение

µ∗ : Hn
c (V ) → Hn

c (U) определяет степень отображения.
Отображение i : Hn

c (U \ F ) → Hn
c (U) — эпиморфизм (в силу

точности последовательности пары (U,F )). Из этого вытекает, что
и отображение µ∗ : Z = Hn

c (V ) → Hn
c (U) = Z — эпиморфизм (в

силу коммутативности диаграммы), а это возможно только тогда,
когда µ∗ — изоморфизм, т.е. степень отображения γ = ±1. Как было
замечено выше, µ будет степенью отображения f .

Так как γ(c) > 0, то имеет место "принцип аргумента"

1 = γ =
∑

c′∈FC

γ (c′) ,

и значит, γ (c′) = 1. Из того, что локальная степень отображения f
тождественно равна единице, следует, что f имеет точно один кон-

тинуум отображения для точки y ∈ f(D). Следовательно f
∣∣∣
D

— мо-

нотонное отображение.
б) Если D =

⋃
i

Di, где Di — открытые области, и Γi 6= Γj при i 6=
j, то для доказательства достаточно показать, что при отображении
f образы различных компонент множества D не пересекаются.

Рассмотрим случай, когда образы f (D1) и f (D2) двух компонент
D пересекаются, но не совпадают. Тогда по меньшей мере для одной
из двух областей f (D1) и f (D2), пусть для определенности это бу-
дет f (D1), найдется предельная точка y, которая лежит в другой
области, а значит, на положительном расстоянии от границы f(D).
В силу монотонности отображения на каждой компоненте для по-
следовательности {yn} ⊂ f (D1) ∩ f (D2) ; {yn} → y найдутся после-
довательности {x′

n} ∈ D1, {x′
n} → ∂D1 и {x′′

n} ∈ D2, {x′′
n} → x0 ∈ D2,

f (x′
n) = f (x′′

n). Тогда

[
lim

x′
n→∂D

f (x′
n)

] ⋂
f (x0) = y, что противоречит

условию 1.
Остается показать ошибочность предположения, что образы двух

различных компонент D1 и D2 множества D совпадают.
Если порция Γ1 6= Γ2, мы сразу получаем противоречие. Пусть

x1 ∈ Γ1, x2 ∈ Γ2, тогда для {xn} → x1, {xn} ∈ D1, найдется
{x′

n} ∈ D2; {x′
n} → ∂D2, f (xn) = f (x′

n) , {x′
n} → x2 6= x1, а значит

найдется число N , что для всех n > N , ρ (xn, x′
n) > a для некоторого
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фиксированного числа a, что противоречит условию 2.
Пусть теперь Γ1 = Γ2 = Γ.
Пусть U открытая область в Rn такая, что U∩∂D1 = U∩∂D2 = Γ.

Дополним разбиение, индуцированное отображением f на D1 ∪ D2,
одноточечным на U \ (D1 ∪ D2). Легко видеть, что проекция P по-
лученного разбиения будет открыто-замкнутым отображением, для
которого выполнены все условия леммы 1.4.9. Пусть X = U∪D1∪D2,
F = X \ D1, Y = P (X), V = P (D1) .

Используя точность когомологических последовательностей пар
и коммутативность диаграмм получаем

Hn
c (V ) −−−−→ Hn

c (Y )
yh∗

yµ∗

Hn
c (D1) −−−−→ Hn

c (X) −−−−→ Hn
c (F ) = 0,

где h∗ — изоморфизм в силу топологичности f , а значит, и P на
D1, Hn

c (F ) = 0, так как F = F 6= X (замыкание рассматривается в
пространстве X)

Hn
c (X) = Z, Hn

c (Y ) = Z.

Аналогично доказательствам предыдущих теорем получаем, что
γ = 1. Но так как мы предполагали, что f (D1) = f (D2), то степень
отображения f , в силу неравенства γ(x) > 0, не может быть меньше
2. Полученное противоречие доказывает утверждение.

в) Пусть D =
⋃
i

Di и найдется пара индексов i 6= j такая, что

Γi = Γj . Рассмотрим область D
′

= Di ∪ Dj ∪ Γi. Собственное ото-
бражение f индуцирует на Di ∪Dj полунепрерывное сверху разбие-

ние [154]. Дополним это разбиение до разбиения области D
′
одното-

чечным на Γi. Легко убедиться, используя условие 2 теоремы, что мы
получим полунепрерывное сверху разбиение области D

′
. Для обла-

сти D
′

имеем: Di ∩ Dj = ∅, ∂Di = ∂Dj (рассматривается относи-

тельная граница в D
′
) Di ∪ Dj = D

′
.

Из пункта а) доказательства следует, что ограничения f
∣∣∣
Di

и f
∣∣∣
Dj

монотонны. Чтобы доказать, что f
∣∣∣
Di∪Dj

монотонно, достаточно по-

казать, что f (Di)∩f (Dj) = ∅. Предположим, что это пересечение не
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пусто. В силу собственности отображения и положительности степе-
ни на каждой компоненте, если f (Di)∩f (Dj) 6= ∅, то f (Di) = f (Dj)
(иначе степень на одной из компонент равнялась бы нулю). Рассмо-
трим проекцию P разбиения области D

′
.

На Di, Dj проекция P совпадает с f . Это значит, что мы построи-
ли отображение P со свойствами:

1) P (Di) = P (Dj);

2) P (Γi)∩P (Dk) = ∅, k = i, j; (в силу одноточечности разбиения
на Γi);

3) P ∗ : Hn−1
c (P (Γi)) −→ Hn−1

c (Γi) — изоморфизм, так как P
∣∣∣
Γi

— гомеоморфизм;

4) степень γ (Dk, P, y) = γ (Dk, f, y) > 0 при k = i, j.

Но в силу леммы 1.4.2 такое отображение не существует. Пункт
в) доказан.

г) Пусть D — открытая область, но в окрестности Γ нет точек, не
принадлежащих D (Γ — часть внутренней границы). Выберем V —
открытую окрестность Γ такую, что V ∩∂D = Γ, f−1f (V \Γ) = V \Γ.
Для этого достаточно положить V = Γ ∪

(
D\f−1f (D\U)

)
. Тогда

V \∂D распадается на открытые области Vi и для V \∂D выполнены

пункты б) и в) доказываемой теоремы. Значит, f
∣∣∣
∪Vi

— монотонно и

f∗
0 : Hn

c (f (∪Vi)) −→ Hn
c (∪Vi) — изоморфизм.

Рассмотрим коммутативную диаграмму:

Hn
c (f(∪Vi)) −−−−→ Hn

c (f(D))

f∗
0

y
yf∗

Hn
c (∪Vi) −−−−→ Hn

c (D) −−−−→ Hn
c (D\ ∪ Vi)

Группа Hn
c (D\ ∪ Vi) = 0, так как D\ ∪ Vi = D\ ∪ Vi 6= D.

Аналогично лемме 1.4.1 устанавливаем, что f∗ — изоморфизм,
тогда степень γ (D, f, y) = 1.

Так как γ(c) > 0, то f−1f(c) состоит из изолированного множе-
ства континуумов отображения и имеет место "принцип аргумента":

1 = γ (D, f, y) =
∑

c′⊂f−1f(c)

γ
(
c
′
)

,
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значит, γ
(
c
′
)

= 1. Из этого равенства видим, что f−1f(c) = c, т.е.

отображение f — монотонно.

Теорема доказана.

Замечание. Уже из хода доказательства теоремы легко вытека-
ет, что она останется верной при замене условия 2), если f опреде-
лено на Γ условием 2

′
) для некоторой открытой порции Γ границы

∂D такой, что Hn−1
c (Γ) 6= 0, тогда f индуцирует эпиморфизм

f∗ : Hn−1
c (f(Γ)) −→ Hn−1

c (Γ) и f(Γ) ∩ CD (f, ∂D\Γ) = ∅.

1.4.11. Теорема. Пусть f : D → Nn и выполнены условия:

1) CD (f, ∂D) ∩ f(D) = ∅;

2) найдется замкнутое множество F , принадлежащее границе,
и открытое подмножество U ⊂ ∂D, где U — (n− 1)-мерное много-
образие такое, что U\F — несвязно, причем в любой окрестности
U лежат внешние точки к D и f непрерывно продолжается на U ;

3) Hn−2
c (F ∩ U) 6= ∅ и h∗ : Hn−2

c (F1) −→ Hn−2
c (F ∩ U) — эпи-

морфизм, где F1 = f (F ∩ U), а гомоморфизм h∗ групп когомологий
индуцирован отображением f ;

4) f (F ∩ U) ∩ (f (U\F ) ∪ CD (f, ∂D\U)) = ∅;

5) на каждом континууме отображения c ⊂ D существует ло-
кальная степень γ(c) > 0.

Тогда 1) f
∣∣∣
D

— монотонное отображение;

2) гомоморфизм f∗ : Hn
c (f(D)) −→ Hn

c (D), индуцирован-
ный

отображением f , будет изоморфизмом.

Доказательство. В силу условия 4 найдется открытое подмно-
жество U2 ⊂ U такое, что U2 = f−1f (U2) и F разбивает U2. Пусть
U0 — связная компонента U2\F, U0 6= U2.

а) Пусть f−1f (U0) = U0. В этом случае U0 — связная компонента
U \F , вблизи которой имеются внешние точки. Заметим, что в силу
условия 2 такая компонента всегда существует, V0 = f (U0) , U0 =
U0 ∪ F . Используя точные последовательности и коммутативность
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диаграмм получаем следующую диаграмму:

Hn−2
c (F1) −−−−→ Hn−1

c (V0)yh∗

yf∗
0

Hn−2
c (F )

δ1−−−−→ Hn−1
c (U0) −−−−→ Hn−1

c

(
U0

)
= 0.

При этом h∗ — эпиморфизм по условию теоремы, δ1 — эпиморфизм
из точности когомологической последовательности пары

(
U0, F

)
. То-

гда, в силу коммутативности диаграммы, f∗
0 — эпиморфизм.

Пусть D1 = f(D), тогда можно записать коммутативную диа-
грамму

Hn−1
c (V0) −−−−→ Hn

c (D1)yf∗
0

yµ∗

Hn−1
c (U0)

δ−−−−→ Hn
c (D) −−−−→ Hn

c (D ∪ U0) = 0.

Группа Hn
c (D ∪ U0) — равна нулю потому, что вблизи U0 имеются

внешние точки. Как было показано выше, f∗
0 — эпиморфизм; δ —

эпиморфизм из точности когомологической последовательности па-
ры (D ∪ U0, U0) .

Тогда в силу коммутативности диаграммы µ∗ — эпиморфизм. Го-
моморфизм µ∗, как и в теореме 1.4.10, определяет степень отображе-
ния. Согласно последнему, рассуждения, аналогичные приведенным
в конце доказательства теоремы 1.4.10, показывают, что f |D — го-
меомеорфизм. В этом случае теорема доказана.

в) Пусть f−1f (U0) 6= U0. Тогда A = f−1f (U0) — несвязно. Выбе-
рем открытую область W0 ⊂ D такую, что U0 ⊂ ∂W0, но при этом
∂W0 ∩ (A\U0) = ∅ и W0 — компонента f−1f (W0). Последнее возмо-
жно в силу того, что U0 — компонента f−1f (U0).

При таком выборе ограничение f
∣∣∣
W0

— собственное. Аналогично

случаю а) можно показать, что f
∣∣∣
W0

— монотонное отображение и

гомоморфизм f∗ : Hn
c (f (W0)) −→ Hn

c (W0) — изоморфизм. Заме-
тим, что в силу того, что локальная степень не обращается в нуль,
каждая компонента Wi ⊂ f−1f (W0) отображается на f (W0). Если
обозначить Ui = ∂Wi∩∂D, то, в силу условия 1 и нашего замечания,
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f (Ui) = f (U0) . Заметим, что A — область в (n − 1)-мерном много-
образии U , F ⊃ ∂Ui (если рассматривать границу относительно A).
Предположим, что компонент Wi больше чем 2. Тогда имеем:

1) f (Ui) = f (U0);

2) f(F ) ∩ f (Ui) = ∅;

3) коммутативную диаграмму

Hn−2
c (F1) −−−−→ Hn−1

c (f (U0))yh∗

yf∗
i

Hn−2
c (F ∩ U)

δ−−−−→ Hn−1
c (Ui) −−−−→ Hn−1

c (Ui ∪ F )

Группа Hn−1
c (Ui ∪ F ) = 0, так как Ui ∪ F = Ui ∪ F 6= A.

Тогда из точности нижней строки диаграммы вытекает, что гомо-
морфизмы δ и δh∗ — эпиморфны, а из коммутативности диаграммы
следует, что f∗

i — эпиморфизм.

Но, как мы установили в лемме 1.4.1, отображения с перечислен-
ными свойствами не существует. Значит, частей Wi не больше двух,
а если и две, то U0 ∪ U1 ∪ F = A.

Пусть выполнено f (U0) = f (U1) и U0 ∪ U1 ∪ F = A.

Для областей U0 и U1 выполнены перечисленные ранее три усло-
вия. Рассмотрим диаграмму:

Hn−1
c (f (U0)) −−−−→ Hn

c (f (W0))yf∗
i

yf̃∗
i

Hn−1
c (Ui) −−−−→ Hn

c (Wi) −−−−→ Hn
c (Wi ∪ Ui) = 0

Используя предыдущие рассуждения, приходим к выводу, что f̃∗
i —

эпиморфизм. Из положительности степени следует, что гомоморфи-

змы f̃∗
i сохраняют ориентацию, но в этом случае должны сохранять

ориентацию и гомоморфизмы f∗
i .

Это в свою очередь значит, что γ (Ui, f, y) > 0, i = 1, 0. Но, как
установлено в лемме 1.4.2, такое отображение невозможно. Итак, мы

установили, что f−1f (W0) = W0, f
∣∣∣
W0

— монотонное отображение и

f∗ : Hn
c (f (W0)) −→ Hn

c (W0) — эпиморфизм.
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Тогда, используя коммутативную диаграмму

Hn
c (f (W0)) −−−−→ Hn

c (f(D))
y

y

Hn
c (W0) −−−−→ Hn

c (D) −−−−→ Hn
c (D\W0) = 0

и рассуждения, аналогичные применяемым при доказательстве тео-
ремы 1.4.10, устанавливаем утверждение теоремы.

Пусть f : D → Nn, где D = D1 × D2 × ... × Dk, Di — области в
ni-мерных многообразиях Mni

i , Di 6= Mni

i ,
∑

ni = n. Очевидно, что
тогда Hni

c

(
Di

)
= 0, H l

c (Di) = H l
c

(
Di

)
= 0 при l > ni.

Введем обозначения

D1 × D2 × ... × Di−1 × Di × ∂Di+1 × ... × ∂Dk = Ai, i = 1, . . . , k,

D1 × D2 × ... × Di−1 × ∂Di × ... × ∂Dk = Bi.

Очевидно, что Ai\Bi = Bi+1 и dimAi = n−k+i, dim Bi = n−k+i−1.
Имеет место теорема.

1.4.12. Теорема. Пусть f : D → Nn (где D имеет вышеуказан-
ный вид) такое, что:

1) f (∂D) ∩ f(D) = ∅;
2) f (Bi) ∩ f (Bi+1) = ∅, i = 1, 2, ..., k − 1;
3) f (Bk) ∩ f

(
D\Bk

)
= ∅;

4) отображение h∗
1 : Hn−k

c (f (B1)) −→ Hn−k
c (B1), индуцирован-

ное ограничением f
∣∣∣
B1

— эпиморфизм;

5) на каждом континууме отображения c ⊂ D существует ло-
кальная степень γ(c) > 0.

Тогда 1) f
∣∣∣
D

— монотонное отображение;

2) гомоморфизм f∗ : Hn
c (f(D)) −→ Hn

c (D), индуцирован-
ный

отображением f — изоморфизм.

Доказательство. Обозначим

h∗
m : Hn−k+m−1

c (f (Bm)) −→ Hn−k+m−1
c (Bm)

гомоморфизм, индуцированный ограничением f
∣∣∣
Bm

.
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Рассмотрим коммутативную диаграмму:

Hn−k+m−1
c (f(Bm)) −−−−→ Hn−k+m

c (f(Bm+1))yh∗
m

yh∗
m+1

Hn−k+m−1
c (Bm)

δm−−−−→ Hn−k+m
c (Bm+1) −−−−→ Hn−k+m

c (Am).

По формуле Кюннета

Hn−k+m
c (Am) =

Hn−k+m
c

(
D1 × D2 × ... × Di−1 × Di × ∂Di+1 × ... × ∂Dk

)
=

=
∑

l+j=n−k+m

H l
c (D1 × D2 × ... × Di−1 × ∂Di+1 × ... × ∂Dk)∗Hj

c

(
Di

)
⊕

⊕
∑

l+j=n−k+m+1

H l
c (D1 × D2 × ... × Di−1 × ∂Di+1 × ... × ∂Dk)∗Hj

c

(
Di

)
,

dim (D1 × D2 × ... × Di−1 × ∂Di+1 × ... × ∂Dk) = n − k + m − dimDi.

Тогда H l
c (D1 × D2 × ... × Di−1 × ∂Di+1 × ... × ∂Dk) = 0 при l >

n − k + m − dim Di.
Но для выполнения равенства l + j = n − k + m − 1 необходимо,

чтобы имело место одно из неравенств: либо l > n− k + m− dimDi,
либо j > dim Di.

Отсюда следует, что вторая сумма равна нулю. Аналогично, пер-
вая сумма дает в результате только одно слагаемое:

Hn−k+m−dim Di
c (D1 × D2 × ... × Di−1 × ∂Di+1 × ... × ∂Dk)⊗

⊗Hdim Di
c

(
Di

)
,

но Hdim Di
c

(
Di

)
= 0, и значит, Hn−k+m

c (Am) = 0, а поэтому, в силу
точности нижней строки диаграммы, δm — эпиморфизм. Условие 2)
обеспечивает собственность отображений. Тогда эпиморфность ото-
бражения h∗

m влечет за собой эпиморфность h∗
m+1. Отображение h∗

1

— эпиморфно по условию теоремы. Последовательным применением
предыдущих рассуждений получим, что h∗

k — эпиморфизм.
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Рассмотрим коммутативную диаграмму

Hn−1
c (f (Bk)) −−−−→ Hn

c (f(D))

h∗
k

y
yf∗

Hn−1
c (Bk)

δ−−−−→ Hn
c (D) −−−−→ Hn

c

(
D

)
= 0;

ее коммутативность обеспечена условиями 1 и 3. Группа Hn
c

(
D

)

обращается в нуль, так как D — замкнутое собственное подмно-
жество Mn. Группы Hn

c (D) и Hn
c (f(D)) — изоморфны Z. Теперь

утверждение теоремы легко следует из рассуждений, приведенных
в конце доказательства теоремы 1.4.10.

1.5 Примеры и применения

1.5.1. Построим пример, который показывает существенность
требования, что порция границы Γ в теореме 1.4.10 должна быть
открытой.

Отобразим область с двумя "концами" на область с одним "кон-
цом" (см. рис. 2).

Рис. 2
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Границами этих областей будут спиралеобразные линии без кра-
тных точек, которые асимптотически приближаются к окружностям
Γ и f(Γ) соответственно. Для упрощения объяснения задания f на
области D (область с двумя "концами") сделаем вспомогательные
разрезы: области D — по отрезкам AB и CD, которые лежат на
оси Ox; а области F (D) — по отрезку A′B′, который лежит на оси
O′x′. Так как область K ограничена контуром ABCD и представля-
ет собой топологический круг, ее можно отобразить на единичный
круг топологическим отображением τ так, чтобы отрезки AB и CD
перешли в центрально-симметричные дуги на окружности ∂τ(K), а
точка O — в центр круга. К τ(K) применим отображение z2. Оно
обладает свойством: z2τ [AB] = z2τ [CD], и отображает τ(K) на еди-
ничный круг. Теперь к полученному образу достаточно применить
топологическое отображение τ ′, которое отображает его на топо-
логический круг, ограниченный контуром A′B′, и переводит дугу
z2τ [AB] в отрезок [A′B′], а точку z2τO — в O′.

Будем считать f
∣∣∣
K

= τ ′z2τ . Осталось определить f на обоих

"концах" и окружности Γ. Отобразим оба "конца" области D, ка-
ждый гомеоморфно, на "конец" области f(D) по следующему пра-
вилу. Будем проводить лучи из точек O и O′ областей D и f(D). Рас-
смотрим произвольный луч Ol, выходящий из точки O под углом α к
оси Ox. Поставим ему в соответствие луч O′l′, выходящий из точки
O′ под углом α к оси O′x′.

Оба луча пересекаются со своими "концами" соответственно. Так
как пересечение Ol с обоими "концами" чередуются, разобьем эти
пересечения на последовательные пары, начиная с точки O. На этих
парах зададим отображение f так, чтобы f [α, β] = f [γ, δ] = [α′, β′],
причем f — гомеоморфно на каждом отрезке и представляет собой
непрерывное продолжение отображения f с области K. Точке пе-
ресечения Ol с Γ поставим в соответствие точку пересечение O′l′ с

f(Γ). Легко видеть, что при таком определении f
∣∣∣
D

имеет степень

отображения γ = 2, а f
∣∣∣
Γ

является гомеоморфизмом. Выполняются

все условия теоремы 1.4.10, кроме одной — Γ не является открытой
порцией границы. Аналогичное отображение можно построить для
произвольного γ = m, увеличивая соответственно количество "кон-
цов". Пример можно распространить на произвольную размерность
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n > 2, осуществляя над D и f(D) конические надстройки.
1.5.2. Если в примере 1.5.1 из области D исключить область K

(см. рис. 2), легко получить пример отображения нескольких обла-
стей ("концов") на одну. Каждая область отображается гомеомор-
фно. Все области имеют окружность Γ как общую часть границы.
Теорема 1.4.10 в этом случае не применима, так как Γ не представ-
ляет собой открытой порции границы.

Рис. 3
1.5.3. Следующий пример показывает существенность требова-

ния, чтобы множество F имело окрестность U , где U — (n − 2)-
многообразие (см. теорему 1.4.11, условие 2). Зададим отображение
области D (см. рис. 3) на область D1.

Проведем вспомогательные разрезы A′B′, A′′B′′, A1B1. Легко
видеть, что получившиеся области D′ и D′′ гомеоморфны области
W = D1 \ [A1B1]. Отобразим каждую из этих областей гомеомор-
фно на W (вместе с замыканием каждой). Гомеоморфизмы выберем
такими, что f (A′B′) = f (A′′B′′) = A1B1; f (A′) = f (A′′) = A1;
f (B′) = f (B′′) = B1. Тогда, если в качестве F выбрать точки α, β;
f(α) = α1, f(β) = β1, будем иметь H0

c (F ) = Z, H0
c (F ) ≈ H0

c (F1) и
множество F будет разбивать свою окрестность. Теорема 1.4.11 не
применима, так как окрестность множества F не многообразие. В
данном примере степень отображения γ(f,D) = 2.

1.5.4. Определение. Множеством ветвления Bf отображе-
ния f : Mn → Nn называется множество точек, в которых f не
будет локальным гомеоморфизмом.

Пусть M2n и N2n — комплексные многообразия и f : D → N2n

— голоморфное отображение области D ⊂ M2n. Пусть Bf — мно-
жество ветвления f . Известно, что для голоморфного отображения
dimBf ≤ 2n − 2, т. е. D\Bf — связно. В силу теоремы Сарда,

f(D)\f (Bf ) всюду плотно в f(D). поскольку отображение f
∣∣∣
D\Bf

—
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локально гомеоморфно, то для каждой точки x ∈ D\Bf существует
локальная степень отображения γ(x) = ±1, и в силу связности D\Bf

— одного знака. Пусть γ(x) ≡ 1, если x ∈ D\Bf . В силу теоремы о
продолжении 1.3.3 на каждом континууме отображения существует
локальная степень γ(c) > 0. Тогда для голоморфных отображений
критерии монотонности можно записывать в виде теорем 1.4.10 –
1.4.12, опуская требование существования степени γ(c) > 0, которое
всегда выполняется. Условия, накладываемые на отображение в этих
теоремах, обеспечивают его собственность. Если D и D1 — области
евклидового комплексного пространства Cn, то известно, что всякое
собственное голоморфное отображение f : D → D1 открыто и изо-
лировано. Для таких отображений монотонность будет совпадать с
гомеоморфностью. Значит, установленные нами критерии монотон-
ности содержат в себе принципы граничного соответствия нульмер-
ных открытых отображений как частный случай.

1.5.5. Пример. Известно, что классическая формулировка прин-
ципа граничного соответствия требует лишь, чтобы f : D → R2

было внутренним (т. е. изолированным и нульмерным) отображени-
ем жордановой области D и гомеоморфизмом на ∂D. В формулиров-
ках наших теорем входит, казалось бы, излишнее требование

f(D) ∩ f(∂D) = ∅ (∗)

(или его видоизменения). Оказывается, как мы увидим ниже, если
не требовать никаких ограничений на границу (типа ∂D — связное
многообразие), условие (∗) необходимо даже в плоском случае.

Рассмотрим отображение

D =
{

(x, y)
∣∣∣
[
x2 + y2 ≤ 4

]
∧

[
(x − 1)

2
+ y2 ≥ 1

]}

на круг

D1 =
{

(x, y)
∣∣∣x2 + y2 ≤ 4

}
.

Для ясности описания ограничимся сначала отображением подобла-

сти D′ ⊂ D на подобласть D
′

1 ⊂ D1:

D′ =
{

(x, y)
∣∣∣
[
(x, y) ∈ D

]
∧ [x ≥ 0]

}
,

D
′

1 =
{

(x, y)
∣∣∣
[
(x, y) ∈ D1

]
∧

[
(x ≥ 0) ∨

[
(x − 1)

2
+ y2 ≤ 1

]]}
.
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Легко видеть, что области D′ и D
′

1 гомеоморфны между собой,
более того, их можно отобразить друг на друга некоторым гомео-
морфизмом ϕ, оставляющим на месте совпадающую часть границы
и переводящим

λ =
{

(x, y)
∣∣∣
[
(x − 1)

2
+ y2 = 1

]
∧ [x > 0]

}

в
λ1 =

{
(x, y)

∣∣∣
[
(x − 1)

2
+ y2 = 1

]
∧ [x < 0]

}
,

λ ⊂ ∂D
′
, λ1 ⊂ ∂D

′

1.
Доопределим ϕ до отображения f области D по принципу сим-

метрии:

f(z) =

{
ϕ(z), z ∈ D′ ,

ϕ(z), z 6∈ D′

(z и ϕ комплексно сопряженные к z и ϕ соответственно).
Нетрудно убедиться, что так построенное отображение f ло-

кально гомеоморфно во всех точках z ∈ D и f
∣∣∣
∂D

— гомео-

морфизм. Глобально f — не гомеоморфизм, подобласть V ={
(x, y)

∣∣∣ (x − 1)
2

+ y2 ≤ 1
}

области D1 при отображении f покрыва-

ется дважды. Естественно, условие (∗) не выполнено.

1.5.6. Утверждение. Если f
∣∣∣
D

— открытое отображение, то

условие (∗) автоматически выполняется при требовании, что ∂D

— связное многообразие и f
∣∣∣
∂D

— гомеоморфизм.

Доказательство. В силу открытости f, ∂f(D) ⊂ f(∂D).
Пусть условие (∗) не выполнено, тогда ∂f(D) 6= f(∂D). Рассмо-
трим G = f(∂D)\∂f(D) — открытое подмножество f(∂D). В силу
непрерывности отображения f прообраз f−1(G) — открытое под-
множество ∂D. Тогда ∂D\f−1(G) гомеоморфно ∂f(D) в силу гомео-
морфизма на границе. Отсюда следует, что Hn−1

(
∂D\f−1(G)

)
≈

Hn−1 (∂f(D)) 6= 0. Неравенство нулю последней группы следует из
точной когомологической последовательности пары

(
f

(
D

)
, ∂f(D)

)
.

Но ∂D\f−1(G) 6= ∂D — замкнутое подмножество многообразия ∂D,
поэтому Hn−1

(
∂D\f−1(G)

)
= 0. Из полученного противоречия сле-

дует истинность утверждения.
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1.6 Кратность отображений областей

А. Косинский в работе [309] поставил следующие вопросы.

1. Пусть мы имеем конечнократное непрерывное отображение n-
мерного листа Мебиуса Mn в единичный шар Qn такое, что f отобра-
жает границу Mn гомеоморфно на границу Qn. Будет ли множество
точек из Qn, которые имеют по меньшей мере три прообраза, иметь
размерность n?

2. Пусть f — непрерывное отображение n-мерного листа Мебиуса
Mn в единичный шар Qn такое, что f отображает границу Mn на
границу Qn со степенью 1. Существует ли при этих условиях точка
y ∈ Qn, имеющая по меньшей мере три прообраза? Выполнено ли
равенство f (Mn) = Qn?

В этом параграфе дано доказательство общего утверждения, из
которого как следствия получаем утвердительные ответы на постав-
ленные выше вопросы.

Поскольку мы не предполагаем априори ориентируемости мно-
гообразий (а в случае листа Мебиуса ее и не будет), то мы чуть
обобщим конструкцию степени отображения в п. 1.1, рассматривая
группы с коэффициентами в группе Z2 вычетов по модулю 2. Если
D ⊂ Mn — открытая область, то для групп когомологий с ком-
пактными носителями mod 2 имеем Hn

c (D; Z2) = Z2. Заметим, что
ориентируемости Mn не предполагается. Мы можем выбрать обра-
зующую группы Hn

c (D; Z2), которую обозначаем через gD. Пред-
полагаем также, что f : D → D1 (D1 ⊂ Nn) — собственное ото-
бражение открытых областей , т.е. прообраз произвольного компа-
кта, принадлежащего D1, есть компакт в D. Выберем для прои-
звольной точки y ∈ D1 некоторую связную открытую окрестность
U(y) ⊂ D1. Существует число k = {0, 1} такое, что jf∗ (gU ) = k · gD,
где j : Hn

c

(
f−1(U); Z2

)
→ Hn

c (D; Z2) — канонический гомоморфизм,

а гомоморфизм f∗ : Hn
c (U ; Z2) → Hn

c

(
f−1(U); Z2

)
индуцирован ото-

бражением f . Это число обозначим через γ2(D, f, y) и назовем сте-
пенью отображения mod 2. Легко проверить, что в ориентируемом
случае

γ2(D, f, y) = γ(D, f, y)mod 2,

где γ(D, f, y) — степень отображения. Кроме того, если {Di} — со-
вокупность открытых подобластей D таких, что Di ∩ Dj = ∅ при
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i 6= j и ограничения f на Di и на
⋃
i

Di — собственные отображения

в f(
⋃
i

Di) = f(D), то имеет место следующий "принцип аргумента":

γ2

(
⋃

i

Di, f, y

)
=

∑

i

γ2 (Di, f, y) mod 2.

Сумма в правой части определена корректно, поскольку, как легко
убедиться, γ2 (Di, f, y) отлична от нуля только на конечном числе
слагаемых.

1.6.1. Определение. Целое число γ2

(⋃
i

Ui, f, y

)
=

∑
i

γ2 (Ui, fi, g)mod 2 = γ2(Q) назовем Q-степенью mod 2 ото-

бражения f .
1.6.2. Определение. Будем говорить, что собственное отобра-

жение имеет на континууме отображения c локальную степень
γ2(c), если существует открыто-компактная порция Q ⊃ f−1f(c)
такая, что для произвольной открыто-компактной порции Q

′ ⊂
Q, такой, что Q

′ ⊃ c, γ2

(
Q

′
)

= const (= γ2(c)).

Таким образом введенная степень приспособлена для изучения
отображений областей неориентируемых многообразий. В ориенти-
руемом случае она совпадает с локальной степенью на континууме
отображения, приведенной по mod 2. Легко установить свойства и
условия существования степени γ2(c). Все эти условия легко полу-
чаются из утверждений, аналогичных утверждениям первого пара-
графа. Методы их доказательства повторяются с очевидными изме-
нениями, поэтому мы не будем на них останавливаться.

Отметим только "принцип аргумента" для локальной степени:
если локальная степень существует на всех континуумах отображе-
ния ci ⊂ f−1f(c) ⊂ D, то имеет место равенство

γ2(D, f, y) =
∑

c⊂f−1y

γ2(c)mod 2.

Сумма в правой части определена корректно, так как из усло-
вия существования степени на континууме отображения следует, что
только конечное число слагаемых отлично от нуля.
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1.6.3. Определение. Собственное отображение f : D → D1

назовем квазиоткрытым на континууме отображения c, если для
произвольного открытого множества V , содержащего c, образ f(c)
принадлежит Int f(V ) по отношению к D1.

1.6.4. Лемма. Пусть f : D → D1 — собственное отображе-
ние. Если f не квазиоткрыто на континууме отображения c, то
существует локальная степень γ2(c) = 0.

Доказательство. Пусть отображение f не квазиоткрыто на
континууме отображения c. Найдется окрестность V (c) такая, что
f(c) ∈ ∂f(V ). Тогда f(c) ∈ ∂f (V1) для произвольного открыто-
го множества V1 ⊂ V имеет место включение V1 ⊃ c. Если U
— открытая окрестность f(c), то f

(
f−1 (U ∩ V1)

)
6= U и значит,

Hn
c

(
f

(
f−1 (U ∩ V1)

)
; Z2

)
= 0. Но отсюда следует, что для произволь-

ной открыто-компактной порции Q ⊂ f−1f(c), принадлежащей V ,
существует Q-степень mod 2 γ2(Q) ≡ 0, а тогда из определения ло-
кальной степени вытекает равенство γ2(c) = 0.

Перейдем к основному утверждению параграфа. Заметим, что во
всех последующих рассуждениях D — открытая область Mn, а D1 —
открытая область многообразия Nn с компактным замыканием D1

в Nn.

1.6.5. Теорема. Пусть f : D → D1 — собственное отображение
такое, что:

1) f (∂D) ∩ f (IntD) = ∅;
2) Hn−1

c (∂D; Z2) 6= 0;
3) гомоморфизм f∗

0 : Hn−1
c (f(∂D); Z2) → Hn−1

c (∂D; Z2), индуци-

рованный ограничением f
∣∣∣
∂D

, — изоморфизм;

Тогда либо f
∣∣∣
D

— гомеоморфизм, либо найдется точка y ∈
IntD1, имеющая по меньшей мере три прообраза в D. Если же
известно, что отображение f нульмерно, то во втором случае
множество A = {y

∣∣f−1(y) состоит не менее чем из трех точек}
имеет размерность n.

Доказательство теоремы разделим на несколько лемм.

1.6.6. Лемма. Пусть выполнены условия теоремы и y ∈
f (IntD).
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Тогда найдется континуум отображения c ⊂ f−1(y) такой, что
f на c квазиоткрыто.

Доказательство. В самом деле, если отображение f не ква-
зиоткрыто на континуумах отображения c ⊂ f−1(y), то по лемме 1
γ2(c) = 0. Согласно определению степени γ2(c), найдется открыто-

компактная порция Q, f−1f(c) ⊃ Q ⊃ c, такая, что γ2

(
Q

′
)

= 0

для всех Q
′ ⊂ Q. Выбирая конечное попарно непересекающееся по-

крытие {Qi} для компакта f−1f(c) с γ2 (Qi) = 0, в силу "принципа
аргумента" получаем

γ2(D, f, y) =

i0∑

i=1

γ2 (Qi) = 0.

С другой стороны, рассмотрим коммутативную диаграмму

Hn−1
c (f(∂D); Z2) −−−−→ Hn

c (f(D); Z2)

f∗
0

y
yf∗

Hn−1
c (∂D; Z2)

δ−−−−→ Hn
c (D; Z2) −−−−→ Hn

c

(
D; Z2

)

Легко видеть, что Hn
c

(
D; Z2

)
= 0 как группа замкнутой подобласти

Mn. Тогда из точности последовательности групп в нижней строке
вытекает, что гомоморфизм δ — эпиморфизм. Отсюда получим, что
суперпозиция f∗

0 δ, а в силу коммутативности диаграммы и гомомор-
физм f∗ — эпиморфизмы. Значит, Hn

c (f(D); Z2) 6= 0, а это возмо-
жно для собственных отображений лишь тогда, когда f(D) = D1 и
Hn

c (f(D); Z2) ≈ Hn
c (D1; Z2) ≈ Z2. Но эпиморфизм группы Z2 на себя

всегда изоморфизм, т. е. степень γ2(D, f, y), которую он определяет,
равна 1.

Полученное противоречие доказывает лемму.

Предположим, что f
∣∣∣
D

— не гомеоморфизм. В дальнейших рассу-

ждениях нас интересует случай, когда все континуумы отображения
являются точками (т.е. отображение нульмерно), иначе, если хотя
бы один континуум не вырожден, то теорема тривиальна: на невыро-
жденном континууме существует три различные точки, переходящие
при отображении f в одну.
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1.6.7. Лемма. При выполнении условий теоремы не существу-
ет открытого множества W ⊂ f(D) такого, что каждая точка
y ∈ W имеет в точности два прообраза.

Доказательство. Пусть найдется открытое множество W ⊂
f(D) такое, что каждая точка y ∈ W имеет в точности два прообра-
за. Выберем y ∈ W , тогда f−1(y) состоит из двух точек x1 и x2. Со-
гласно лемме 1.6.5 хотя бы для одной из этих точек, пусть это будет
x1, отображение будет квазиоткрытым в x1, т.е. для произвольной
окрестности V ∋ x1, y ∈ Intf(V ). Выберем окрестность V (x1) та-
кой, чтобы V (x1)∩ x2 = ∅ и f (V (x1)) ⊂ W , а окрестность V (x2) —
такой, чтобы V (x1) ∩ V (x2) = ∅ и f (V (x2)) ⊂ f (V (x1)). Тогда, со-

гласно строгой двукратности точек из W , f
∣∣∣
V (x2)

— гомеоморфизм,

но тогда и f
∣∣∣
V (x1)∩f−1f(V (x2))

может быть только гомеоморфизмом.

Мы получили, что в некоторых окрестностях точек x1 и x2 f бу-
дет локальным гомеоморфизмом, а значит, γ2 (x1) = γ2 (x2) = 1. Из
"принципа аргумента" следует, что

γ2(D, f, y) = [γ2 (x1) + γ2 (x2)]mod 2 = 0,

а это, как уже показано в лемме 1.6.5, невозможно.
1.6.8. Определение. Точка x ∈ D называется точкой взаимной

однозначности отображения f : D → D1, если f−1f(x) = x.

1.6.9. Лемма. Пусть f : D → Nn — нульмерное отображение.
Если множество точек взаимной однозначности E плотно в D,
то f — гомеоморфизм (точнее — топологическое вложение).

Эта лемма доказана в п. 1.3 (теорема 1.3.18) для монотонных
отображений.

1.6.10. Лемма. Если f — нульмерное отображение, для которо-
го выполнены условия теоремы, то множество точек образа, име-
ющих в точности два прообраза нигде не плотно в D1.

Доказательство. Пусть лемма неверна. Тогда найдется
открытое подмножество W ⊂ f(D) такое, что в W плотны точки,
имеющие в точности два прообраза. Пусть y ∈ W такая точка, что
f−1(y) состоит в точности из двух точек x1 и x2. Как и в лемме
1.6.7, выберем для этих точек окрестности V (x1) и V (x2) такие, что
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y ∈ Intf (V (xi)), V (x1) ∩ V (x2) = ∅ и f (V (x2)) ⊂ f (V (x1)). В си-
лу плотности точек с двумя прообразами в f (V (x2)) (заметим, что
нульмерное отображение f не понижает размерности) ограничение

f
∣∣∣
V (x2)

имеет плотное множество точек взаимной однозначности и из

леммы 1.6.9 следует, что f
∣∣∣
V (x2)

— гомеоморфизм. Но тогда, согла-

сно аналогичным рассуждениям, и ограничение f
∣∣∣
V (x1)∩f−1f(V (x2))

— гомеоморфизм. Мы получили, что в некоторых окрестностях то-
чек x1 и x2 отображение локально гомеоморфно. Отсюда следу-
ет, что найдутся окрестности точек x1 и x2, соответственно, V (x1)
и V (x2), причем, не нарушая общности рассуждений, такие, что
f (V (x1)) = f (V (x2)) и ограничения на эти окрестности — гомео-
морфизмы. В силу двукратности f на f−1(y) эти окрестности можно
выбрать таким образом, чтобы

f (V (xi)) ∩ f (D\ (V (x1) ∪ V (x2))) = ∅, i = 1, 2.

И значит мы получили, что каждая точка из открытого множества
f (V (xi)) имеет в точности два прообраза, что по лемме 1.6.7, нево-
зможно. Лемма 1.6.10 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы.

Из леммы 1.6.9 следует, что если отображение f не гомеомор-
физм, то оно не может иметь плотного в D множества точек взаим-
ной однозначности. Легко видеть, в силу нульмерности, что тогда
образ точек взаимной однозначности не может быть плотен в D1.
Значит, найдется открытое множество W ⊂ D1 такое, что каждая
точка из W имеет по крайней мере два прообраза. Предположим,
что dimA ≤ n−1, тогда точки с двумя прообразами всюду плотны в
W . Но это невозможно согласно лемме 1.6.10. Следовательно, наше
предположение, что dimA ≤ n − 1, — неверно.

Теорема доказана.

Напомним, что n-мерный лист Мебиуса получается из n-мерного

кольца An : 1
2 ≤

n∑
i=1

x2
i ≤ 1 идентификацией антиподальных точек

сферы
n∑

i=1

x2
i = 1.
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Положительный ответ на оба вопроса, сформулированные в на-
чале параграфа, содержится в простом следствии из доказанной те-
оремы.

1.6.11. Следствие. Пусть f — непрерывное отображение n-
мерного листа Мебиуса Mn в единичный шар Qn такое, что f ото-
бражает границу Mn на границу Qn со степенью 1.

Тогда f (Mn) = Qn и найдется точка y ∈ Qn, имеющая по мень-
шей мере три прообраза.

Если же отображение f нульмерно, то множество точек y ∈
Qn, которые имеют не меньше трех прообразов, имеет размер-
ность n.

Доказательство. Рассмотрим лист Мебиуса Mn
1 , полученный

из кольца An
1 : 1

3 ≤
n∑

i=1

x2
i ≤ 1 идентификацией антиподальных точек

сферы
n∑

i=1

x2
i = 1, и шар Qn

1 :
n∑

i=1

x2
i ≤ 2.

Очевидно, что Int Mn
1 ⊃ Mn и Int Qn

1 ⊃ Qn, кроме того,

Mn
1 \Mn = Bn :

1

3
≤

n∑

i=1

x2
i ≤ 1

2
, Qn

1\Qn = Cn : 1 ≤
n∑

i=1

x2
i ≤ 2.

Точки кольца Bn можно однозначно выразить в координатах
(x, r), где x принадлежит сфере ∂Mn, а 1

3 ≤ r ≤ 1
2 , что аналоги-

чно (y,R) для точек Cn, y ∈ Sn−1 = ∂Qn, 1 ≤ R ≤ 2.
Пусть ϕ — некоторое гомеоморфное отображение отрезка

[
1
3 , 1

2

]

на отрезок [1, 2] такое, что ϕ
(

1
3

)
= 2. Продолжим отображение f до

отображения f1 : Mn
1 → Qn

1 следующим образом:

f1

∣∣∣
Mn

= f,

f1(x, r) = (f(x), ϕ(r)) , (x, r) ∈ Bn.

Очевидно, что f1 (∂Mn
1 ) = Sn−1

1 = ∂Qn
1 , f1

∣∣∣
∂Mn

1

имеет степень 1,

f1 (∂Mn
1 ) ∩ f1 (Int Mn

1 ) = ∅ и f1 (Mn
1 \Mn) ∩ f1 (Mn) = ∅. Значит

выполнены все условия теоремы 1.6.5 применительно к отображению

f1, так как отображение f1

∣∣∣
∂Mn

1

степени 1 индуцирует изоморфизм

f∗
1 : Hn−1

c (f1 (∂Mn
1 ) ; Z2) → Hn−1

c (∂Mn
1 ; Z2)
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групп когомологий. Заметим, что Mn
1 не гомеоморфно Qn

1 , поэто-
му для отображения f1 следствие доказано. Предположим, тем не

менее, что для f = f1

∣∣∣
Mn

следствие не верно. Тогда на Qn всю-

ду плотны точки, имеющие не больше двух прообразов, но точки,
имеющие в точности два прообраза, согласно лемме 1.6.10, не могут
быть плотными ни в какой подобласти Qn

1 , в том числе и в Qn, так
как в противном случае они были бы точками с двумя прообраза-
ми для отображения f1, поскольку f1 (Mn

1 \Mn) ∩ f1 (Mn) = ∅. Но
тогда в Qn плотны точки с одним прообразом. Значит, по лемме

1.6.9, f
∣∣∣
f−1(Qn\Sn−1)

: f−1
(
Qn\Sn−1

)
→ Qn\Sn−1 — гомеоморфизм.

Множество f−1
(
Sn−1

)
нигде не плотно Mn, так как нульмерное ото-

бражение f не понижает размерности. Из этого вытекает, что мно-
жество f−1

(
Qn\Sn−1

)
плотно в Int Mn, т. е. в IntMn плотно множе-

ство точек взаимной однозначности отображения f . Согласно лемме

1.6.9 отображение f
∣∣∣
Int Mn

— гомеоморфизм, что невозможно, так

как лист Мебиуса не гомеоморфен шару.

Следствие доказано.

Аналогично теореме 1.6.5, легко доказать следующее утвержде-
ние для отображений, ацикличных в размерностях, отличных от ну-
левой.

1.6.12. Теорема. Пусть f : D → D1 — собственное, ацикличное
в размерностях, отличных от нуля на IntD, отображение такое,
что:

1) f (∂D) ∩ f (IntD) = ∅;

2) Hn−1
c (∂D; Z2) 6= 0;

3) гомоморфизм f∗
0 : Hn−1

c (f(∂D); Z2) → Hn−1
c (∂D; Z2), индуци-

рованный ограничением f
∣∣∣
∂D

, есть изоморфизм.

Тогда либо f
∣∣∣
D

— ацикличное отображение, либо существует

множество A ⊂ D1, dim A = n такое, что если y ∈ A, то f−1(y)
состоит не менее чем из трех компонент.

1.6.13. Лемма. Пусть f : D → D1 — непрерывное отображе-
ние замкнутых областей, такое что f(∂D)∩ f(D) = ∅. Тогда либо

ограничение f
∣∣∣
D

— гомеоморфизм, либо существует точка в обра-



54 Глава1 Непрерывные отображения областей на многообразиях

зе, имеющая не меньше двух прообразов, если же ограничение f
∣∣∣
D

— нульмерно, то во втором случае множество точек, имеющих
не меньше двух прообразов имеет полную размерность, т.е. содер-
жит открытое в D1 подмножество.

Доказательство. Естественно предположить, что ограниче-

ние f
∣∣∣
D

— нульмерно и не является гомеоморфизмом, так как в про-

тивном случае выполнено одно из утверждений леммы. В силу того,
что нульмерное отображение не понижает размерности, существует
точка y ∈ Int f(D) такая, что f−1(y) содержит не менее двух точек.
Пусть точки x1 и x2 ∈ f−1(y).

Рассмотрим непересекающиеся окрестности этих точек U (x1) и
U (x2); очевидно, что образы f (U (x1)) и f (U (x2)) имеют общие то-
чки (по крайней мере точку y).

Если множество f (U (x1))
⋂

f (U (x2)) содержит открытое мно-
жество V , то оно и будет искомым, поскольку каждая его точка
имеет как минимум два прообраза: один в U (x1), другой — в U (x2).
Если же внутренность пересечения f (U (x1))

⋂
f (U (x2)) пуста, то

для произвольной окрестности V (y) точки y ограничение f на мно-
жество W1 = U (x1)

⋂
f−1 (V (y)) не может быть открытым в точке

x1 отображением и отображаться на всю окрестность V (y), однако
в силу собственности f , ограничение его на множество W1 замкну-
то. Следовательно, образ f (W1) будет замкнутым подмножеством
окрестности V (y).

Отсюда вытекает, что отображение f индуцирует тривиальное
отображение групп когомологий

f∗
1 : Hn

(
V (y), ∂V

)
→ Hn

(
W1, ∂W1

)
.

Кроме этого, образ множества W1 содержит внутренние точки.
Выберем одну из таких точек y0 и некоторую окрестность G (y0)
этой точки, лежащую внутри V (y). Внутри этого множества не мо-
жет быть плотного множества точек, имеющих по одному прообра-
зу. В противном случае, в соответствии с леммой 1.6.9 ограничение

f
∣∣∣
f−1(G(y0))

было бы гомеоморфизмом. Но тогда ограничение отобра-
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жения f
∣∣∣
f−1(G(y0))

индуцирует изоморфизм групп когомологий

f∗
3 : Hn

(
G (y0), ∂G (y0)

)
→ Hn

(
f−1 (G (y0)), ∂f−1

(
G (y0)

))
,

что противоречит коммутативной диаграмме групп когомологий

в которой изоморфизмы i∗, i∗1, j∗, j∗1 получаются как гомоморфизмы,
соответствующие теоремам о вырезании [202]. С одной стороны, f∗

1

— тривиальный гомоморфизм, а с другой, f∗
1 = j∗1 (j∗)−1

f∗
3 (i∗1)

−1
—

изоморфизм ненулевой группы. И значит, внутри V (y) существует
открытое всюду плотное множество точек, имеющих не меньше двух
прообразов. Лемма доказана.

1.6.14. Следствие. Если f : D → D1 — нульмерное отображе-
ние нулевой степени, то в образе существует открытое множе-
ство, каждая точка которого имеет не менее двух прообразов.

1.6.15. Лемма. Пусть f : D → D1 — непрерывное отображение
областей степени k такое, что f(∂D) ∩ f(D) = ∅. Тогда множе-
ство точек образа, имеющих не менее |k| прообразов, содержит
открытое всюду плотное в образе множество.

Доказательство. Пусть существует открытое в образе под-
множество V точек, каждая из которых имеет менее чем |k| точек в
прообразе. Тогда отображение f — конечнократное отображение, в
каждой точке которого существует локальная степень отображения,
и поэтому множество ветвления Bf (множество точек, в которых f
не будет локальным гомеоморфизмом) имеет размерность не выше
чем n − 1 [267]и образ f (Bf ) — нигде не плотен в образе. Следова-
тельно, существует точка y ∈ V \ f (Bf ) такая, что в каждой точке
прообраза x ∈ f−1(y) отображение f — локальный гомеоморфизм и
степень отображения не может равняться k, так как прообразов то-
чки y меньше чем |k| и в каждой точке x ∈ f−1(y) локальная степень
|γ(x)| = 1. Лемма доказана.
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1.6.16. Теорема. Пусть f : D → D1 — непрерывное отображе-
ние областей степени k такое, что f(∂D) ∩ f(D) = ∅. Тогда либо
f — внутреннее отображение, либо существует точка, имеющая
не меньше чем |k| + 2 прообраза. Если же f — нульмерное отобра-
жение, то во втором случае множество точек, имеющих не менее
чем |k| + 2 прообраза, имеет полную размерность.

Доказательство. Как и в лемме 1.6.13, не нарушая общности,
можно считать, что f — нульмерное отображение. Дальнейшее до-
казательство проведём по индукции. При k = 0 теорема доказана
в лемме 1.6.13, при |k| = 1 — в теореме 1.6.5. Предположим, что
теорема доказана для |k| = m и докажем её для |k| = m + 1.

Пусть каждая точка некоторого открытого множества в образе
имеет ровно |k| прообразов. Тогда, аналогично лемме 1.6.15, в ка-
ждой точке прообраза локальная степень |γ(x)| = 1. Более того, во
всех точках она должна иметь один знак, так как в соответствии с
"принципом аргумента" для локальной степени, получаем противо-

речие. Но тогда f
∣∣∣
f−1(V )

— внутреннее отображение. Если f
∣∣∣
f−1(V )

не

является внутренним на всех компонентах, то разобьем прообраз V
на объединение двух множеств. Пусть W1 — объединение компонент

прообраза, где ограничение f — внутреннее отображение. Тогда f
∣∣∣
W1

— f : W1 → V — внутреннее отображение кратности |k1|, |k1| ≤ |k|,
имеющее в V плотное открытое множество точек, для каждой из
которых существует ровно |k1| прообразов. Что же касается огра-
ничения f на множество W2 = f−1(V ) \ W1, не будет внутренним
и будет иметь степень k2 = k − k1. Тогда, согласно предположению
индукции, существует открытое подмножество U ⊂ V , имеющее для
каждой точки y ∈ U не менее чем |k2| + 2 прообраза. Следователь-
но, для некоторого открытого подмножества U0 ⊂ U каждая точка
имеет |k1| прообраз в W1 и не менее чем |k2| + 2 прообраза в W2, и
всего — не менее чем

|k1| + |k2| + 2 ≥ |k1 + k2| + 2 = |k| + 2

прообраза. Теорема доказана.
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1.7 Исторические ссылки и комментарии

Многие глубокие свойства аналитических функций отражаются
на топологических свойствах соответствующих им римановых по-
верхностей и множеств. Понятие римановой поверхности, введен-
ное в выдающейся работе Б. Римана [332], лежит в основе многих
классических исследований геометрической теории функций. Плодо-
творное развитие этого направления связано с работами Ф. Клейна,
А. Пуанкаре, П. Кёбе [322]. Строгую законченность теория римано-
вых поверхностей получила лишь после развития теории топологи-
ческих многообразий на основании понятия абстрактной римановой
поверхности, предложенного Г. Вейлем [352].

Исторически существенное проникновение топологических мето-
дов в теорию функций связано с работами К. Каратеодори и П. Кёбе
[262] по теории простых концов. Топологический аспект этой теории,
ее связь с конформно-инвариантными компактификациями области
глубоко изучены в 70 – 80 гг. прошлого века в работах Г. Суворова
и его учеников [166,184,207–209].

С. Стоилов [210, 211] выделил топологический класс отображе-
ний, полностью описывающих топологические характеристики го-
ломорфных отображений одного комплексного переменного. В его
известной теореме утверждается, что произвольное внутреннее (т. е.
открытое и нульмерное) отображение одного двумерного ориенти-
руемого многообразия на другое есть суперпозиция гомеоморфи-
зма и мероморфного отображения; в частности, прообраз любой
точки есть изолированное множество, причем вблизи каждой то-
чки характер ориентации отображения один и тот же. Соедине-
ние идей С. Стоилова с идеями Г. Бора, Г. Лумана, Д. Меньшо-
ва [258,313] позволило Ю. Трохимчуку [222] построить стройную те-
орию множеств моногенности произвольных непрерывных функций
на комплексной плоскости и, опираясь на нее, найти минимальные
локально-геометрические условия аналитичности функций. Много-
мерные аналоги этой теории построены в работах А. Бондаря и его
учеников [81–83,193,195]. Описание множеств моногенности липши-
цевых функций, существенно использующее многозначные отобра-
жения, осуществили один из авторов представляемой работы совме-
стно с М. Атабаев [130,131].

При исследовании изолированных критических точек функций



58 Глава1 Непрерывные отображения областей на многообразиях

широко привлекается топологический аппарат теории Морса [171,
180] в вещественном случае и теории Пикара–Лефшеца [12] — в ком-
плексном.

Проблема подсчета вычетов, начала исследования которой в мно-
гомерном случае заложено А. Пуанкаре [322], а затем продолжено
в работах А. Мартинелли [316], А. Южакова [245], А. Циха [230],
использует двойственность Александера–Понтрягина, понятие сте-
пени отображения и другие топологические идеи.

Особенно результативное проникновение топологических мето-
дов в теорию функций многих комплексных переменных базируе-
тся на аппарате теории пучков, который позволил придать теории
Ока–Картана современную форму. На этом фундаменте проводи-
ли свои исследования Г. Грауэрт и Р. Реммерт [286] по компле-
ксным аналитическим пространствам. Достижения локальной тео-
рии комплексно-аналитических множеств описаны в известных мо-
нографиях М. Эрве, Р. Ганинга и X. Росси [90, 244]. Важнейшие
достижения в геометрическом подходе к теории комплексных ана-
литических множеств и описание их глобальных свойств изложены
в монографии Е. Чирки [237]. Кратность отображения областей на
многообразиях — важная область исследований комплексного ана-
лиза и теории отображений. Особенно интересны исследования ко-
нечнократных отображений, которым посвящена обширная литера-
тура. Выделим из неё, не претендуя на полноту, работы П. Черча
и Т. Хемингсена [263–269], А. Чернавского [232–235], Ф. Миодушев-
ского [319], Ю. Вяйсяля [349]. Другие ссылки можно найти в библи-
ографии цитируемых работ.

С этой тематикой тесно связаны вопросы однолистности, т. е. го-
меоморфности ограничения отображения на внутренность области.
Результаты разделов 1.4 и 1.5 инспирированы результатом А. Чер-
навского [235] и получены в работах [120–125, 127–129]. Основные
утверждения раздела 1.6 впервые получены в работах [126,133]. Они
связаны с решениями ряда проблем, сформулированных в работе
А. Косинского [309]. Главный метод исследования первой главы —
активное использование аппарата локальной степени отображения.
Основные результаты, на которых построена теория локальной сте-
пени отображения нульмерного отображения, базируются на работах
Л. Кудрявцева [144], Ю. Трохимчука, А. Бондаря [223–226]. Некото-
рые обобщения результатов цитируемых авторов на отображения,
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допускающие отличные от точечных компоненты прообразов точек
получены одним из авторов [123]. В монографии они занимают ра-
зделы 1.1 – 1.3. Далее они используются для получения основных
результатов главы.

Ниже приводится перечень топологических результатов, исполь-
зуемых в первой главе. Для углублённого знакомства с этими поня-
тиями следует обратиться к соответствующей литературе [202,206].

Парой топологических пространств (X,A) называется пара, со-
стоящая из топологического пространства X и его подпространс-
тва A ⊂ X. Отображением пар топологических пространств f :
(X,A) → (Y,B) называется непрерывное отображение f : X → Y
такое, что f(A) ⊂ B. Если подпространство A пусто (A = ∅), то
различать пару (X,A) и пространство X не будем.

Два отображения f, g : (X,A) → (Y,B) называются гомото-
пными, если есть такое отображение пары декартовых произведений
(гомотопия)

h : (X × [0, 1], A × [0, 1]) → (Y,B),

что h(x, 0) = f(x) и h(x, 1) = g(x) для всех x ∈ X. Гомотопия на-
зывается изотопией, если для каждого t отображения h(x, t) гомео-
морфны.

Непрерывное отображение g : Y → X называется гомотопически
обратным непрерывному отображению f : X → Y , если компози-
ции gf и fg гомотопны тождественным отображениям пространств
X и Y соответственно. Непрерывное отображение, обладающее го-
мотопически обратным, называется гомотопической эквивалентно-
стью. Гомотопическая эквивалентность разбивает топологические
пространства на классы гомотопически эквивалентных пространств.
Эти классы называются гомотопическими типами.

Пусть каждой паре (X,A) сопоставлено семейство абелевых
групп Hp(X,A), p — целое, а всякому отображению пар f : (X,A) →
(Y,B) — семейство гомоморфизмов f∗(Y,B) → Hp(X,A). Далее,
пусть для каждого пространства A ⊂ X задан некоторый гомомор-
физм δ : Hp(A) → Hp+1(X,A). Эти три объекта: Hp, f∗, δ должны
удовлетворять следующей системе аксиом I, именно:

Аксиома 1. Если f : (X,A) → (X,A) — тождественное ото-
бражение пространства X, то f∗ — тождественное отображение
группы Hp(X,A).
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Аксиома 2. Если h = gf , то h∗ = f∗g∗.

Аксиома 3. Если f гомотопно g, то f∗ = g∗.

Аксиома 4. Для любого отображения пар f : (X,A) → (Y,B)
имеет место коммутативная диаграмма

Hp(B)
δ−−−−→ Hp+1(Y,B)

f∗

y
yf∗

Hp(A)
δ−−−−→ Hp+1(X,A), f∗δ = δf∗.

Аксиома 5. Пусть для пары (X,A) открытое подмножество U
таково, что U ⊂ intA, а отображение вырезания j : (X\U,A\U) ⊂
(X,A) индуцирует изоморфизм

j∗ : Hp(X,A) ≈ Hp(X \ U,A \ U).

Аксиома 6. Когомологическая последовательность пары (X,A),
т. е. последовательность

. . . → Hp(X,A) → Hp(X) → Hp(A) → Hp+1(X,A) → . . .

точна, т. е. в каждом ее члене образ входящего гомоморфизма ра-
вен ядру выходящего.

Если не оговорено другое, будем рассматривать группы когомо-
логий с коэффициентами в группе целых чисел Z.

Аксиома 7. Для одноточечного пространства ∗ имеет место
изоморфизм

H0(∗) ≈ Z и Hp(∗) = 0 при p > 0.

Иногда для удобства будем использовать приведенные группы
когомологий

H̃p(∗) = 0 для всех p > 0.
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В случае выполнения аксиом 1 – 7 будем говорить, что задана
некоторая теория когомологий.

Триадой (X;A,B) называется локально компактное пространс-
тво X с двумя замкнутыми подпространствами A и B. Для такой
триады точна когомологическая последовательность

. . .
i∗−−−−→ Hp−1(A,A ∩ B)

δ∗

−−−−→ Hp(X,A ∪ B)
j∗

−−−−→

j∗

−−−−→ Hp(X,B)
i∗−−−−→ . . .

Если в триаде имеет место включение A ⊃ B, то такая триада
называется тройкой (X,A,B) и точная последовательность когомо-
логий сводится к последовательности

. . .
i∗−−−−→ Hp−1(A,B)

δ∗

−−−−→ Hp(X,A)
j∗

−−−−→ Hp(X,B)
i∗−−−−→ . . .

Если M — n-мерное топологическое многообразие, то для замкну-
того подмножества F ⊂ M , F 6= M ,

Hn(F ) = 0,

а для открытой области D ⊂ M имеет место

Hn(D, ∂D) ≈ Z.

Если же, аналогично предыдущему, каждой паре (X,A) сопостав-
лено семейство абелевых групп Hp(X,A), отображению f : (X,A) →
(Y,B) — семейство гомормофизмов f∗ : Hp(X,A) → Hp(Y,B) и под-
пространству A ⊂ X — граничный гомормофизм ∂ : Hp(X,A) →
Hp−1(A), то Hp, f∗ и ∂ должны удовлетворить системе аксиом:

Аксиома 1′. Аксиома 1.

Аксиома 2′. Если h = gf , то h∗ = g∗f∗.

Аксиома 3′. Аксиома 3.

Аксиома 4′. Для отображения пар ∂f∗ = f∗∂.

Аксиома 5′. j∗ — изоморфизм.
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Аксиома 6′. Точна гомологическая последовательность пары

. . . → Hp(X,A)
δ−−−−→ Hp−1(A) → Hp−1(X) → Hp−1(X,A) → . . .

Аксиома 7′. Аксиома 7 из системы аксиом I.

Тогда говорят, что задана некоторая теория гомологии (под сов-
падением аксиом понимаем их совпадение при замене f∗ на f∗, а
Hp(. . .) на Hp(. . .)). Такие теории гомологии и когомологий, вооб-
ще говоря, неединственны, но в монографии используется только
тот факт, что они существуют, удовлетворяют перечисленным свой-
ствам и, более того, существуют теории, для которых справедливо
следующее утверждение.

Теорема (двойственность Александера) [202]. Пусть A — ком-
пактное подмножество пространства Rn.

Тогда для всех чисел p имеет место изоморфизм

H̃p(R
n \ A) ≈ Hn−p−1(A).

Зададим в (p + 1)-мерном евклидовом пространстве Rp+1 p-
мерный стандартный симплекс σp как множество точек

{x = (x0, . . . , xp) : x0 + x1 + . . . + xp = 1, xi > 0}.

Определим отображение стандартного симплекса σp−1 на грань
σp следующим образом. Пусть σp−1

i — грань σp, задаваемая условием
xi = 0. Назовем вершиной em точку с координатой xm = 1 и положим

hi(em) = em (m < i), hi(em) = em+1, i 6 m 6 p − 1.

Далее доопределим hi в отдельных точках σp−1 как аффинное
отображение, принимающее заданное значение в вершинах. Назо-
вем p-мерным симплексом топологического пространства X любое
непрерывное отображение tp : σp → X. Назовем p-мерной цепью
X формальную конечную линейную комбинацию с целочисленными
коэффициентами симплексов tpi :

Cp =
∑

nit
p
i .
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Множество |cp| = ∪tpi (σ
p) ⊂ X называют телом цепи. Такие це-

пи образуют свободную абелеву группу p-мерных цепей Cp(X). Эле-
менты прямой суммы C(X) = ⊕Cp(X) назовем цепями. Граничный
гомоморфизм ∂ достаточно задать на образующих. Положим

τit
p = tpηi, ∂tp =

p∑

i=0

(−1)iτit
p.

Легко проверить, что ∂∂tp = 0, и значит, ∂2 = 0. Очевидно,
∂(Cp(X)) ⊂ Cp−1(X). Определим подгруппы

Zp(X) = Ker ∂ ∩ Cp(X) ⊂ Cp(X),

Z(X) = ⊕Zp(X) ⊂ C(X),

Bp(X) = Im ∂ ∩ Cp(X) ⊂ Cp(X),

B(X) = ⊕Bp(X) ⊂ C(X),

где Ker, Im — ядро и образ гомоморфизма соответственно.
Группу Zp(X) называют группой p-мерных циклов, Bp(X) —

группой p-мерных границ. Геометрически циклы можно представ-
лять себе как замкнутые ориентированные поверхности, а границы
— как границы ориентированных поверхностей.

Факторгруппа
Hp(X) = Zp(X)/Bp(X)

дает пример группы гомологий пространства X.

Лемма [202]. Если задана коммутативная диаграмма абелевых
групп и гомоморфизмов

G5 −−−−→ G4 −−−−→ G3 −−−−→ G2 −−−−→ G1

γ5

y
yγ4 γ3

y
yγ2 γ1

y

H5 −−−−→ H4 −−−−→ H3 −−−−→ H2 −−−−→ H1.

в которой каждая строка точна, и γ1, γ2, γ4 и γ5 — изоморфизмы,
то γ3 — также изоморфизм.



ГЛАВА 2

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

2.1 Основные обозначения и определения

Пусть N, R — множества натуральных и вещественных чисел со-
ответственно, C — плоскость комплексных чисел, C = C

⋃ {∞} — её
одноточечная компактификация и R+ = (0,∞).

Пусть r(B, a) обозначает внутренний радиус области B ⊂ C отно-
сительно точки a ∈ B (см., например, [109, 112, 229]), capE — лога-
рифмическую емкость множества E (см. [109,112,229]),

Uρ = {w ∈ C : |w| < ρ} , ρ ∈ R+, U1 =: U

и χ(t) = 1
2

(
t + t−1

)
.

2.1.1. Квадратичные дифференциалы. Приведем необхо-
димые сведения из теории квадратичного дифференциала — одного
из основных понятий в настоящей работе. Детальное изложение те-
ории и доказательства приведенных ниже теорем читатель сможет
найти в классической монографии Дж. Дженкинса [104].

Определение 2.1.1. Пусть R — (ориентированная) риманова
поверхность (открытая или замкнутая). Будем говорить, что на
R определен квадратичный дифференциал, если каждому локально-
му параметру z поверхности R сопоставлена некоторая функция
Q(z), мероморфная в соответствующей окрестности и удовлетво-
ряющая следующему условию, если z∗ — другой локальный пара-
метр для R и Q∗(z∗) — такая же функция для z∗, причем окре-
стности, соответствующие z и z∗, пересекаются, то в общих то-
чках этих окрестностей

Q∗(z∗) = Q(z)

(
dz

dz∗

)2

.

Квадратичные дифференциалы будут обозначаться символом
Q(z)dz2.

Точка P поверхности R называется нулем или полюсом порядка k
дифференциала Q(z)dz2, если для каждого локального параметра z
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она изображается точкой, обладающей соответствующим свойством
относительно Q(z). Нули и полюсы Q(z)dz2 называются критически-
ми точками этого квадратичного дифференциала. Нули и простые
полюсы называются конечными критическими точками; их совоку-
пность будет обозначаться через C. Множество всех полюсов порядка
не ниже второго будет обозначаться через H.

Очевидно, что критические точки квадратичного дифференциа-
ла изолированны.

Определение 2.1.2. Пусть R — риманова поверхность,
Q(z)dz2 — квадратичный дифференциал, заданный на R. Макси-
мальная регулярная кривая, на которой Q(z)dz2 > 0, называе-
тся траекторией дифференциала Q(z)dz2. Максимальная регуляр-
ная кривая, на которой Q(z)dz2 < 0, называется ортогональной
траекторией дифференциала Q(z)dz2.

Легко видеть, что траектории и ортогональные траектории вну-
тренним образом связаны с квадратичным дифференциалом, т. е.
они не зависят от выбора локальных параметров.

Если R — риманова поверхность, a Q(z)dz2 — заданный на R

квадратичный дифференциал, то на множестве R\ (C ∪H) локально

определен интеграл
∫ (

Q(z)
) 1

2 dz как регулярная функция, не зави-
сящая от выбора локальных параметров. Но, вообще говоря, этот
интеграл не будет, конечно, однозначно определен в целом.

Теорема 2.1.1. Какова бы ни была точка P множества R\(C∪
H), существует окрестность N этой точки на R и гомеоморфное
отображение N на круг |w| < 1 (w = u + iv), при котором макси-
мальная открытая дуга некоторой траектории из N переходит в
отрезок, где v постоянна.

Следствие 2.1.1. Через каждую точку из R\ (C ∪H) проходит
траектория дифференциала Q(z)dz2, являющаяся либо открытой
дугой, либо жордановой кривой на R.

Теорема 2.1.2. Какова бы ни была точка P ∈ C порядка µ
(µ > 0, если P — нуль; µ = −1, если P — простой полюс), су-
ществует окрестность N этой точки на R и гомеоморфное ото-
бражение N на круг |w| < 1, при котором максимальная дуга ка-
ждой траектории из N переходит в открытую дугу, на которой
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Imw
µ+2
2 постоянна. Существует µ + 2 траектории с концами в

P и с предельными касательными направлениями, составляющими
друг с другом равные углы величины 2π

µ+2 .

Теорема 2.1.3. Пусть точка P ∈ H — полюс порядка µ (µ > 2).
Если некоторая траектория имеет конец в P , то она стремится
к P по одному из (µ− 2) направлений, расположенных под равными
углами 2π

(µ−2) . Существует окрестность N точки P на R со следу-
ющими свойствами:

1) всякая траектория, проходящая через некоторую точку окре-
стности N в обоих направлениях, либо стремится к P , либо выхо-
дит из N ;

2) существует окрестность N∗ точки P , содержащаяся в N и
такая, что всякая траектория, проходящая через некоторую то-
чку из N∗, хотя бы в одном из направлений, стремится к P , оста-
ваясь в N∗;

3) если некоторая траектория целиком лежит в N и поэто-
му в обоих направлениях стремится к P , то касательная к этой
траектории при приближении к P в соответствующем направле-
нии стремится к одному из двух смежных предельных положений.
Жорданова кривая, полученная присоединением к этой траекто-
рии точки P , ограничивает область D, содержащую точки угла,
составленного двумя соседними предельными касательными. Каса-
тельная к любой траектории, имеющей общие точки с D, стреми-
тся при приближении к P в двух направлениях соответственно к
этим смежным предельным положениям. Область D отобража-

ется при помощи подходящей ветви функции ζ =
∫ (

Q(z)
) 1

2 dz на
полуплоскость Im ζ > c (c — вещественное число);

4) Для каждой пары смежных предельных положений суще-
ствует траектория, обладающая свойствами, описанными в 3).

Теорема 2.1.4. Пусть точка P ∈ H — полюс второго порядка,
и z — локальный параметр, причем точке P соответствует z = 0.

Пусть
[
Q(z)

]− 1
2 имеет (при некотором выборе ветви корня)

следующее разложение в окрестности точки z = 0 :

[
Q(z)

]− 1
2 = (a + ib)z{1 + b1z + b2z

2 + . . .}, (2.1.1)
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где a, b — вещественные, а b1, b2, ... — комплексные постоянные.
Строение образов траекторий дифференциала Q(z)dz2 в плоскости
z определяется тем, какой из следующих трех случаев имеет ме-
сто.

Случай 1: a 6= 0, b 6= 0. Для достаточно малого α > 0 образ
всякой траектории, пересекающий круг |z| < α, в одном направле-
нии стремится к z = 0, а в другом — выходит из круга |z| < α. И
модуль, и аргумент z изменяются монотонно на образе траекто-
рии в круге |z| < α. Всякий образ траектории закручивается около
точки z = 0 и ведет себя асимптотически, как логарифмическая
спираль.

Случай 2: a 6= 0, b = 0. Для достаточно малого α > 0 образ вся-
кой траектории, пересекающий круг |z| < α, в одном направлении
стремится к z = 0, а в другом — выходит из круга |z| < α. Модуль
z изменяется монотонно на образе траектории в круге |z| < α. Ра-
зные образы траекторий имеют разные предельные направления в
точке z = 0.

Случай 3: a = 0, b 6= 0. Для всякого ε > 0 можно найти такое
число α(ε) > 0, что при 0 < α 6 α(ε) образ траектории, пересекаю-
щий окружность |z| = α, представляет собой жорданову кривую,
лежащую в круговом кольце α(1 + ε)−1 < |z| < α(1 + ε).

Тейхмюллер [347] первым описал локальное строение траекторий
квадратичного дифференциала, не давая доказательства, а А. Шеф-
фер и Д. Спенсер [338] — первое подробное исследование при допол-
нительном несущественном условии гиперэллиптичности квадрати-
чного дифференциала.

При анализе структуры в целом траекторий квадратичного диф-
ференциала удобно рассмотреть конечные ориентированные римано-
вы поверхности. Конечная ориентированная риманова поверхность
R имеет конечный род и может иметь конечное число гипербо-
лических граничных компонент. Если такие граничные компонен-
ты действительно имеются, то существуют соответствующие грани-
чные униформизирующие параметры, которые отображают грани-
чные окрестности поверхности R на множества, лежащие в верхней
полуплоскости, так что граничные точки R во вполне определен-
ном смысле переходят в некоторый сегмент вещественной оси. Ко-
нечная ориентированная риманова поверхность конформно эквива-
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лентна области, лежащей на замкнутой римановой поверхности и
ограниченной конечным (возможно, нулевым) числом простых за-
мкнутых аналитических кривых. Исходя из этого или оставаясь на
абстрактной точке зрения, можем считать, что граничные точки R

(если R не замкнута) присоединены к R; полученный образ будем
обозначать символом R.

Определение 2.1.3. Квадратичным дифференциалом на коне-
чной ориентированной римановой поверхности R будем называть
квадратичный дифференциал Q(z)dz2 в смысле определения 2.1.1,
который удовлетворяет следующему условию: в терминах грани-
чного униформизирующего параметра z функция Q(z) оказывается
регулярной всюду, за исключением простых полюсов, и веществен-
ной на отрезке вещественной оси, соответствующем граничным
точкам R.

Множеством C для квадратичного дифференциала в смысле
определения 2.1.3 назовем множество нулей и простых полюсов диф-
ференциала Q(z)dz2 на границе R. Граничные кривые, на кото-
рых Q(z)dz2 > 0, снова назовем траекториями, а те, на которых
Q(z)dz2 < 0, — ортогональными траекториями. Если поверхность R

замкнута, то дополнительное условие определения 2.1.3 излишне.
Определение 2.1.4. Положительным квадратичным диффе-

ренциалом Q(z)dz2 на конечной ориентированной римановой по-
верхности R назовем такой квадратичный дифференциал на R, для
которого в терминах граничного униформизирующего параметра
z функция Q(z) положительна в точках отрезка вещественной
оси, соответствующего граничным точкам R, отличным от ну-
лей Q(z).

Положительный квадратичный дифференциал регулярен на гра-
нице R. Формулируя общие результаты для конечных ориентиро-
ванных римановых поверхностей, условимся рассматривать любой
дифференциал на замкнутой римановой поверхности как положи-
тельный, хотя условие определения 2.1.4 в этом случае бессодержа-
тельно.

По-видимому, впервые квадратичные дифференциалы возникли
при изучении экстремальных задач в работах М.А. Лаврентьева
[158], Г. Гретша [289], М. Шиффера [339, 340]. Фундаментальная
роль квадратичных дифференциалов как универсального средства
для решения экстремальных задач геометрической теории функций
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была впервые отмечена О. Тейхмюллером [347], сформулировавшим
в 1939 г. принцип, согласно которому решение каждой такой за-
дачи связано с некоторым квадратичным дифференциалом. Этот
принцип нашел свое выражение в виде так называемой "общей
теоремы о коэффициентах", сформулированной и доказанной по-
зднее Дж. Дженкинсом (см. [104]), которая в дальнейшем допол-
нялась и уточнялась в работах многих авторов. Другие понятия
и результаты, относящиеся к теории квадратичных дифференциа-
лов и их приложениям, а также более подробные исторические ком-
ментарии со ссылками на работы перечисленных выше авторов см.
в [104,110,112,145,201,214,350].

2.1.2. F–множества и типы областей (относительно ква-
дратичного дифференциала).

Определение 2.1.5. Множество K на R называется F -
множеством (относительно Q(z)dz2), если всякая траектория
дифференциала Q(z)dz2, пересекающаяся с K, целиком лежит в K.

Определение 2.1.6. Внутренним замыканием множества то-
чек поверхности R будем называть внутренность замыкания это-
го множества. Внутреннее замыкание множества K будем обо-
значать через K̂.

Пусть R — конечная ориентированная римановая поверхность, а
Q(z)dz2 — квадратичный дифференциал на ней.

Определение 2.1.7. Концевой областью F (относитель-
но Q(z)dz2) называется максимальное связное открытое F -
множество на R, обладающее следующими свойствами:

1) F не содержит критических точек дифференциала Q(z)dz2;
2) F заполнено траекториями дифференциала Q(z)dz2, каждая

из которых имеет предельную концевую точку в каждом из двух
возможных направлений в заданной точке A ∈ H;

3) F конформно отображается функцией ζ =
∫

[Q(z)]
1
2 dz на

верхнюю или нижнюю полуплоскость плоскости ζ (в зависимости
от выбора знака корня).

Сразу ясно, что точка A должна быть полюсом дифференциала
Q(z)dz2 не ниже третьего порядка.

Определение 2.1.8. Полосообразной областью G (относи-
тельно Q(z)dz2) называется максимальное связное открытое F -
множество на R, обладающее следующими свойствами:
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1) G не содержит критических точек дифференциала Q(z)dz2;
2) G заполнено траекториями дифференциала Q(z)dz2, каждая

из которых имеет в некоторой точке A ∈ H концевую предельную
точку в одном направлении, а в другой (возможно, совпадающей с
A) точке B ∈ H — концевую предельную точку в другом направле-
нии;

3) G конформно отображается функцией ζ =
∫

(Q(z))
1
2 dz на по-

лосу a < Im ζ < b (a, b — конечные вещественные числа, a < b).
Определение 2.1.9. Круговой областью S (относитель-

но Q(z)dz2) называется максимальное связное открытое F -
множество на R, обладающее следующими свойствами:

1) S содержит единственный двойной полюс A дифференциала
Q(z)dz2;

2) S \ A заполнено траекториями дифференциала Q(z)dz2, ка-
ждая из которых представляет собой жорданову кривую, отделя-
ющую A от границы S;

3) при надлежащем выборе чисто мнимой постоянной c фун-

кция w = exp
{

c
∫

(Q(z))
1
2 dz

}
дополненная значением нуль в точке

A, отображает S конформно на круг |w| < R, причем A переходит
в точку w = 0.

Определение 2.1.10. Кольцевой областью D (относитель-
но дифференциала Q(z)dz2) называется максимальное связное
открытое F -множество на R, обладающее следующими свойства-
ми:

1) D не содержит критических точек дифференциала Q(z)dz2;
2) D заполнено траекториями дифференциала Q(z)dz2, каждая

из которых представляет собой жорданову кривую;
3) при надлежащем выборе чисто мнимой постоянной c фун-

кция w = exp
{

c
∫

[Q(z)]
1
2 dz

}
отображает D конформно на круговое

кольцо r1 < |w| < r2 (0 < r1 < r2).

Теорема 2.1.5. (Основная структурная теорема). Пусть R —
конечная ориентированная риманова поверхность и Q(z)dz2 — по-
ложительный квадратичный дифференциал на R, причем исключа-
ются следующие поверхности (и конформно эквивалентные им):

1. R есть z-сфера, Q(z)dz2 = dz2;

2. R есть z-сфера, Q(z)dz2 = Keiαdz2

z2 , α — вещественное, K —
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положительное;

3. R есть тор, Q(z)dz2 регулярен на R.

Пусть Φ обозначает объединение всех траекторий, имеющих
предельную концевую точку в некоторой точке множества C. То-
гда:

1) R \Φ состоит из конечного числа концевых, полосообразных,
круговых и кольцевых областей;

2) каждая такая область ограничена конечным числом тра-
екторий вместе с точками, в которых троектории пересекаю-
тся; всякая граничная компонента такой области содержит то-
чку множества C, за исключением круговых или кольцевых обла-
стей, граничные компоненты которых могут совпадать с грани-
чной компонентой R; два граничных элемента полосообразной обла-
сти, выходящие из точек множества H, разделяют границу на две
части, каждая из которых содержит точку множества C;

3) каждый полюс дифференциала Q(z)dz2 порядка m > 2 имеет
окрестность, покрываемую внутренним замыканием m − 2 конце-
вых областей и конечного числа (возможно, равного нулю) полосо-
образных областей;

4) каждый полюс второго порядка дифференциала Q(z)dz2 име-
ет либо окрестность, покрываемую внутренним замыканием, ко-
нечного числа полосообразных областей, либо окрестность, содер-
жащуюся в круговой области;

5) внутреннее замыкание Φ̂ множества Φ является F -
множеством, состоящим из конечного числа областей поверхно-
сти R, каждая из которых имеет конечное число (возможно, рав-
ное нулю) граничных компонент;

6) каждая граничная компонента такой области является
кусочно-аналитической кривой, составленной из траекторий и их
предельных концевых точек, лежащих в C.

2.1.3. Функция Грина и внутренний радиус области. Да-
дим более подробное пояснение понятия внутреннего радиуса обла-
сти, которое является одним из основных в данной работе.

Определение 2.1.11. Пусть G — область в C, G 6= C. Фун-
кцией Грина области G называется такая вещественная функция
gG(z, w), определенная при всех z, w ∈ G, z 6= w, что при каждом
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фиксированном w ∈ G выполнены следующие условия:
1) функция gG(z, w) гармонична как функция от z в области

G\{w};
2) если z → w, то gG(z, w) → +∞, при этом разность

gG(z, w) − log 1
|z−w| остается ограниченной для конечного w, и ра-

зность gG(z,∞) − log |z| ограничена для w = ∞;
3) при приближении к границе ∂G функция gG(z, w) стремится

к нулю.
Если для области G существует функция Грина (последнее, на-

пример, имеет место в случае, когда ∂G состоит из конечного числа
замкнутых жордановых кривых), то из приведенного определения
вытекает симметричность и положительность функции gG (см., на-
пример, [94]):

gG(z, w) = gG(w, z) > 0 ∀ z, w ∈ G, z 6= w.

Произвольную область G ⊂ C всегда можно исчерпать последо-
вательностью областей G1 ⊂ G2 ⊂ . . ., для каждой из которых суще-
ствует функция Грина. В этом случае из теоремы Харнака о возра-
стающих последовательностях гармонических функций [94] следу-
ет, что для каждого w ∈ G\{∞} последовательность гармонических
функций

hGk,w(z) := gGk
(z, w) − log

1

|z − w| , z ∈ G\{w},

доопределенная по непрерывности в точке w, равномерно сходится
на компактных подмножествах области G при k → ∞ либо к +∞,
либо к некоторой гармонической функции hG,w(z), которая не за-
висит от выбора исчерпывающих областей G1, G2, . . .. В последнем
случае функция

gG(z, w) := hG,w(z) + log
1

|z − w|

называется обобщенной функцией Грина области G, а величина
r(G,w) := exp (hG,w(w)) называется внутренним радиусом области
G относительно точки w (см. [110, 229]). В случае, когда последо-
вательность hGk,w(z) равномерно сходится на компактных подмно-
жествах области G к +∞ при k → ∞, мы полагаем r(G,w) = +∞.
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Все сказанное выше справедливо для w = ∞ со следующей модифи-
кацией: функции hGk,∞(z) определяются равенствами

hGk,∞(z) := gGk
(z,∞) − log |z|.

Если область G односвязна, G 6= C, то для каждой точки w ∈ G
существует единственное конформное отображение f области G на
круг |z| < r0, нормированное условиями f(w) = 0 и f ′(w) = 1,
при этом имеет место равенство r0 = r(G,w), а величина r0 на-
зывается конформным радиусом области G относительно точки w
(см. [94,229]). Каждая область G, для которой существует обобщен-
ная функция Грина, обладает свойством: для всех точек ζ ∈ ∂G,
за исключением, быть может, некоторого множества нулевой лога-
рифмической емкости и для всех w ∈ G существует и равен нулю
предел lim

z→ζ
gG(z, w); такие точки ζ называются регулярными грани-

чными точками области G [94].
В дальнейшем под емкостью мы всегда будем подразумевать

логарифмическую емкость. Для компакта F ⊂ C его (логарифми-
ческая) емкость определяется следующими равенствами: cap F :=

1
r(C\F,∞)

, если величина r(C\F,∞) конечна; cap F := 0 — в против-

ном случае. Для произвольного борелевского множества E, лежаще-
го в C, мы определяем cap E как точную верхнюю грань величин
cap F , взятую по всем компактам F ⊆ E

⋂
C. Отметим, что борелев-

ские множества нулевой емкости всегда имеют нулевую хаусдорфову
размерность и при конформных отображениях переходят во множе-
ства нулевой емкости.

2.2 Системы точек, классы открытых множеств и типы
функционалов

Определение 2.2.1. Пусть n,m ∈ N. Систему точек

An,m :=
{
ak,p ∈ C : k = 1, n, p = 1,m

}

назовем (n,m)-лучевой, если при всех k = 1, n и p = 1,m выполняю-
тся соотношения:

0 < |ak,1| < . . . < |ak,m| < ∞;
arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,m =: θk =: θk(An,m);
0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2π.

(2.2.1)
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В случае m = 1 (n, 1)-лучевую систему точек будем называть n-
лучевой и использовать более простые обозначения:

ak,1 =: ak, k = 1, n, An,1 =: An.

Определение 2.2.2. На множестве (n,m)-лучевых систем рас-
смотрим следующие величины:

αk := αk(An,m) := 1
π [θk+1(An,m) − θk(An,m)] ,

k = 1, n, αn+1 := α1, α0 := αn.
(2.2.2)

Величины αk(An,m), k = 1, n, будем называть угловыми параметра-
ми системы An,m. Очевидно, что

n∑

k=1

αk(An,m) =
n∑

k=1

αk = 2.

Если (n,m)-лучевая система точек An,m обладает свойством

αk(An,m) =
2

n
, k = 1, n,

то такую систему будем называть равнолучевой.
Любой (n,m)-лучевой системе точек An,m поставим в соответ-

ствие набор областей P (An,m) = {Pk}n
k=1, где

Pk := Pk(An,m) := {w ∈ C\{0} : θk(An,m) < arg w < θk+1(An,m)} , k = 1, n.

Ясно, что с равнолучевой системой точек сопоставляется фиксиро-
ванная система P 0(An,m) =

{
P 0

k

}n

k=1
, где

P 0
k := P 0

k (An,m) :=

{
w ∈ C\{0} :

2π

n
(k − 1) < arg w <

2π

n
k

}
, k = 1, n.

Умножение (n,m)-лучевой системы An,m = {ak,p} на число t ∈
R+ определим следующим образом:

t · An,m := {t · ak,p} , k = 1, n, p = 1,m.
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Случай (n,m)-равнолучевых систем точек, по-видимому, впервые
рассматривался в работе [111].

Для произвольной (n,m)-лучевой системы An,m ={
ak,p : k = 1, n, p = 1,m

}
обозначим:

M(An,m) :=
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(
|ak,p|

1
αk

)
· χ

(
|ak,p|

1
αk−1

)] 1
2 · |ak,p|, (2.2.3)

M (p)(An,m) :=

n∏

k=1

[
χ

(
|ak,p|

1
αk

)
· χ

(
|ak,p|

1
αk−1

)] 1
2 · |ak,p|, (2.2.4)

M
(
A(l)

n,m

)
=

n∏

k=1

m∏

p=1

χ
(
| a

(l)
k,p |n

2

)
· |ak,p|, (2.2.5)

M (p)
(
A(l)

n,m

)
=

n∏

k=1

χ
(
| ak,p |n

2

)
· |ak,p|, (2.2.6)

Rl := Rl(An,m) :=

[
M(An,m)

M(A
(l)
n,m)

] 1
nm

, (2.2.7)

где p = 1,m в (2.2.3) – (2.2.6),

A(l)
n,m =

{
a
(l)
k,p : k = 1, n, p = 1,m

}
, l = 1, 2, 3

— специальные (n,m)-лучевые системы точек, определяемые при
всех k = 1, n, p = 1,m и l = 1, 3 равенствами:

a
(1)
k,p =

[
tg

(
2p − 1

4m
π

)] 2
n

· exp i
2π

n
(k − 1),

a
(2)
k,p =

[
tg

(
p

2m + 1
π

)] 2
n

· exp i
2π

n
(k − 1), (2.2.8)

a
(3)
k,p =

[
tg

(
p

2m + 2
π

)] 2
n

· exp i
2π

n
(k − 1).
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Для фиксированного R ∈ R+ и произвольной (n,m)-лучевой си-
стемы точек An,m рассмотрим следующий "управляющий" функци-
онал:

MR(An,m) :=

n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(
|ak,p

R
|

1
αk

)
· χ

(
|ak,p

R
|

1
αk−1

)] 1
2 · |ak,p|. (2.2.9)

Очевидно, что M1(An,m) = M(An,m). Кроме того,

MR(An,m) = Rmn · M
(

1

R
· An,m

)
. (2.2.10)

Если Tn — произвольный набор из n различных точек единичной
окружности и ∂U\Tn состоит из обьединения n непересекающихся
дуг с длинами γ1 = σ1π, . . . , γn = σnπ, то

µ(Tn) :=

n∏

k=1

σk. (2.2.11)

При каждом k = 1, n обозначим через zk(w) ту ветвь многозна-

чной аналитической функции z = −i
(
e−θkiw

) 1
αk , которая реализует

однолистное и конформное отображение области Pk на правую полу-
плоскость Rez > 0, при этом луч arg w = 1

2 (θk + θk+1) преобразуется
в положительную действительную полуось (θk и αk определены со-
ответственно в (2.2.1) и (2.2.2)). Тогда функция

ζ
(R)
k (w) :=

R
1

αk − zk(w)

R
1

αk + zk(w)
(2.2.12)

однолистно и конформно отображает область Pk на единичный круг

U = U1, k = 1, n. Обозначим ω
(1)
k,p(R) := ζ

(R)
k (ak,p), ω

(2)
k,p(R) :=

ζ
(R)
k (ak+1,p), an+1,p := a1,p, ω

(2)
0,p(R) := ω

(2)
n,p(R), (k = 1, n, p = 1,m).

При всех k = 1, n множество {ω(1)
k,p(R)}m

p=1 ∪ {ω(2)
k,p(R)}m

p=1 состоит из
2m различных точек на ∂UR. Пусть

µk(R) := µ
(R)
k (An,m) := µ

(
{ω(1)

k,p(R)}m
p=1 ∪ {ω(2)

k,p(R)}m
p=1

)
, k = 1, n.

(2.2.13)
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При R = 1 положим

µk := µk(1), k = 1, n. (2.2.14)

Таким образом, с каждой (n,m)-лучевой системой An,m и с неко-
торым фиксированным числом R ∈ R+ сопоставляется набор чисел
{µk(R)}n

k=1 ⊂ R+, причем, µk(R) 6 m−2m, R ∈ R+. В последнем со-
отношении знак равенства достигается тогда и только тогда, когда

ω
(s)
k,p(R) являются вершинами правильного 2m-угольника (k = 1, n,

p = 1,m, s = 1, 2).
При заданном R величины µk(R), k = 1, n, будем называть коэф-

фициентами смещения системы An,m относительно системы R ·A(1)
n,m.

Пусть {Bk}n
k=1 — система взаимно непересекающихся областей.

При каждом k = 1, n только конечное число компонент связности
множества C\Bk могут содержать внутри себя какую-то из областей
Bj , j = 1, n, j 6= k; такие компоненты мы называем существенными.
Область, полученную выбрасыванием из C всех существенных ком-
понент связности множества C\Bk, будем обозначать B̃k. Очевидно,

что Bk ⊂ B̃k при всех k = 1, n и
{

B̃k

}n

k=1
— система конечносвязных

взаимно непересекающихся областей без изолированных граничных
точек. Переход от системы областей {Bk}n

k=1 к системе областей{
B̃k

}n

k=1
называется операцией заполнения несущественных грани-

чных компонент.
Пусть D, D ⊂ C, — произвольное открытое множество и w = a ∈

D, тогда D(a) обозначает связную компоненту D, содержащую a.
Для произвольной (n,m)-лучевой системы An,m = {ak,p} и открыто-
го множества D, An,m ⊂ D, обозначим Dk(ap,s) связную компоненту

множества D(ap,s)
⋂

Pk (An,m), содержащую точку ap,s, p = k, k + 1,
s = 1,m, k = 1, n. Через Dk(0) (соответственно Dk(∞)) будем обо-
значать связную компоненту множества D(0)

⋂
P k(An,m) (соответ-

ственно D(∞)
⋂

P k(An,m)), содержащую точку w = 0 (соответствен-
но w = ∞).

На множестве пар целочисленных индексов (k, p) определим ра-
венство следующим образом:(k, p) = (q, s) ⇔ k = q и p = s.

Определение 2.2.3. Будем говорить, что открытое множе-
ство D, An,m ⊂ D, удовлетворяет первому условию неналега-
ния относительно заданной (n,m)-лучевой системы точек An,m =
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{ak,p} если

Dk(ap,l)
⋂

Dk(aq,s) = ∅ (2.2.15)

при каждом фиксированном k = 1, n и для всех различных точек
ap,l и aq,s, принадлежащих P k(An,m).

Определение 2.2.4. Открытое множество D, {0}⋃
An,m ⊂

D (соответственно {0,∞}⋃
An,m ⊂ D) удовлетворяет второму

(соответственно третьему) условию неналегания относительно
(n,m)-лучевой системы An,m = {ak,p}, если выполняется условие
(2.2.15) и, кроме того

Dk(0)
⋂

Dk(ap,l) = ∅

(соответственно

[
Dk(0)

⋂
Dk(∞)

] ⋃[
Dk(0)

⋂
Dk(ap,l)

] ⋃ [
Dk(aq,s)

⋂
Dk(∞)

]
= ∅)

при каждом фиксированном k = 1, n и для всех различных точек
ap,l и aq,s, принадлежащих P k(An,m).

Положим r(D, a) := r(D(a), a),

gD(w, a) :=





0, w ∈ C\D(a),

gD(a)(w, a), w ∈ D(a),

lim
ζ→w

gD(a)(ζ, a), ζ ∈ D(a), w ∈ ∂D(a).

Для удобства формулировок функционалы, рассматриваемые в
Главах 2, 3, 4, 5, разобьем на три типа.

Определение 2.2.5. Функционалами первого типа будем на-
зывать функционалы следующего вида:

J =

n∏

k=1

m∏

p=1

rγk,p (D, ak,p) ,

где γk,p ∈ R+, An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m — (n,m)-лучевая си-
стема, D — открытое множество, An,m ⊂ D ⊂ C. В частном слу-
чае D может быть объединением попарно непересекающихся обла-
стей Bk,p, ak,p ∈ Bk,p.
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Определение 2.2.6. Функционалами второго типа назовем
функционалы вида

J = rγ0 (D, 0)

n∏

k=1

m∏

p=1

rγk,p (D, ak,p) ,

где γ0, γk,p ∈ R+, k = 1, n, p = 1,m, An,m = {ak,p} — (n,m)-лучевая
система, D — открытое множество, An,m ⊂ D ⊂ C, 0 ∈ D.

Определение 2.2.7. Функционалы вида

J = [r (D, 0) r (D,∞)]
γ0

n∏

k=1

m∏

p=1

rγk,p (D, ak,p) ,

где γ0, γk,p ∈ R+, k = 1, n, p = 1,m, An,m = {ak,p} — (n,m)-лучевая
система, D — открытое множество, An,m ⊂ D ⊂ C, 0 ∈ D, ∞ ∈ D,
называются функционалами третьего типа.

Определение 2.2.8. Задачи, в которых рассматривается во-
прос об отыскании точных оценок сверху функционалов первого (со-
ответственно второго или третьего) типа будем называть зада-
чами первого (соответственно второго или третьего) типа.

2.3 Экстремальные проблемы на классах
непересекающихся областей

2.3.1. Истоки экстремальных задач о неналегающих
областях. Направление, связанное с экстремальными задачами для
неналегающих областей, берет начало в фундаментальной работе
М.А. Лаврентьева [158], в которой, в частности, сформулирована
и решена задача о максимуме произведения конформных радиусов
двух односвязных взаимно непересекающихся областей комплексной
плоскости.

Теорема 2.3.1. (М.А. Лаврентьев). Пусть a1 и a2 — различные
фиксированные точки комплексной плоскости и D1, D2 — любые
непересекающиеся односвязные области такие, что ak ∈ Dk ⊂ C,
k = 1, 2. Тогда для функций w = fk(z), k = 1, 2, регулярных в круге
|z| < 1 и однолистно отображающих его на области Dk так, что
fk(0) = ak, справедливо неравенство

∣∣f ′
1(0)

∣∣ ·
∣∣f ′

2(0)
∣∣ 6 |a1 − a2|2.
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Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда

D1 =

{
w ∈ C :

∣∣w − a1

w − a2

∣∣ < 1

}
, D2 =

{
w ∈ C :

∣∣w − a1

w − a2

∣∣ > 1

}
.

Сейчас теоремой Лаврентьева называется более общий результат.
Далее мы будем использовать понятие внутреннего радиуса обла-

сти B относительно точки a ∈ B (см. п. 2.1.3).

Теорема 2.3.2. Пусть a1 и a2 — некоторые фиксированные
точки комплексной плоскости C, Dk, ak ∈ Dk, k = 1, 2, — лю-
бые взаимно непересекающиеся области на C. Тогда имеет место
следующее неравенство

r(D1, a1) · r(D2, a2) 6 |a1 − a2|2. (2.3.1)

Причем, для областей Dk, k = 1, 2, которые имеют классическую
функцию Грина, знак равенства в неравенстве (2.3.1) достигается
тогда и только тогда, когда области D1, D2 ограничены окружно-

стью
∣∣∣ z−a1

z−a2

∣∣∣ = C, где C — произвольная положительная констан-
та.

Следующий шаг в развитии этой тематики в 1951 году сделал
Г.М. Голузин [93]. Он обобщил задачу Лаврентьева на случай ко-
нечного числа n (n > 3) взаимно непересекающихся односвязных
областей Dk, ak ∈ Dk ⊂ C ({ak}n

k=1 — любые фиксированные ко-
нечные и различные точки комплексной плоскости), а при n = 3 —
получил ее полное решение.

Пусть a0
k = exp i2π

3 (k − 1) и B0
k =

{
w ∈ C : | arg w − arg ak| < π

3

}
,

k = 1, 3. Отметим, что B0
k являются круговыми областями, а точки

{a0
k}3

k=1 — полюсами квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − w

(w3 − 1)2
dw2.

Справедлив следующий результат Г.М. Голузина [93].

Теорема 2.3.3. Каковы бы ни были различные конечные точки
{ak}3

k=1 и попарно непересекающиеся односвязные области {Bk}3
k=1,

ak ∈ Bk ⊂ C, для функций w = fk(z) (k = 1, 2, 3), регулярных (за



2.3 Экстремальные проблемы на классах непересекающихся ... 81

исключением, возможно, одной, которая мероморфна) в открытом
единичном круге |z| < 1 и однолистно отображающих этот круг,
соответственно, на области {Bk}3

k=1, fk(0) = ak, выполняется не-
равенство

3∏

k=1

∣∣f ′
k(0)

∣∣ 6
64

81
√

3

∣∣a1 − a2

∣∣ ·
∣∣a1 − a3

∣∣ ·
∣∣a2 − a3

∣∣.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и толь-
ко тогда, когда Bk = T (B0

k), k = 1, 3, где T (w) — единственный
конформный автоморфизм плоскости C такой, что ak = T (a0

k),
k = 1, 3.

Далее началось стремительное развитие этой тематики. В свя-
зи с этим приведем следующие работы: Н.А. Лебедева [160–164],
Н.А. Лебедева и Л.Л. Громовой [99], Л.Л. Громовой [100], П.М. Там-
разова [212–219], П.П. Куфарева, П.П. Куфарева и А.Е. Фалеса
[156, 157], Н.И. Колбиной [140, 141], Дж. Дженкинса [104, 303, 304],
Нехари [320], Ю.Е. Аленицина [4–8], А.З. Гриншпана [98], И.А. Але-
ксандрова [2], В.А. Андреева [10], Г.В. Кузьминой [145–153], П. Дю-
рена [276, 277], П. Дюрена и М. Шиффера [278, 279], В.Н. Дуби-
нина [105–115], С.И. Федорова [228], Е.Г. Емельянова [116–119],
А.Ю. Солынина [197–201], А.Ю. Васильева [85–87, 350], Г.П. Ба-
хтиной [65–80], А.К. Бахтина [18–44], А.К. Бахтина и Г.П. Бахти-
ной [45–55] и других.

Н.А. Лебедев [160–164] на основе метода площадей решает боль-
шое количество основополагающих задач. Примерно в это же время
Дж. Дженкинс в своей работе [104] доказывает общую теорему о ко-
эффициентах, которая является решением общей задачи для взаим-
но непересекающихся областей на конечных римановых поверхно-
стях. В 1967 году П.М. Тамразов в работе [214] существенно допол-
нил эту теорему. Вообще говоря, из общей теоремы о коэффициентах
можно получить большинство известных на то время результатов в
теории однолистных функций.

В подавляющем большинстве случаев рассмотренные выше зада-
чи о неналегающих областях относились к классу задач с фиксиро-
ванными полюсами соответствующих квадратичных дифференциа-
лов.
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В 1968 году П.М. Тамразов в работе [215] выдвинул идею о том,
что представляет значительный интерес изучение экстремальных за-
дач, полюсы соответствующих квадратичных дифференциалов кото-
рых не фиксированы, а обладают некоторой степенью "свободы".

В 1974 году, в соответствии с этой идеей, в кандидатской дис-
сертации [69] Г.П. Бахтина впервые сформулировала и решила ряд
экстремальных задач на классе взаимно непересекающихся областей
с так называемыми "свободными" полюсами. Фактически, в рабо-
те [69] положено начало новому направлению в теории неналегаю-
щих областей.

Сформулируем некоторые общие задачи подобного типа.
Пусть n ∈ N, n > 2, α0, α1, α2, . . ., αn, α∞ — фиксированные нео-

трицательные числа, kn — класс всех произвольных наборов разли-
чных точек единичной окружности {ak}n

k=1, 0 = arg a1 < arg a2 <
. . . < arg an < 2π. Пусть Kn обозначает класс всех произвольных си-
стем попарно непересекающихся областей (вообще говоря, многосвя-
зных) B0, B1, B2, . . ., Bn, B∞ таких, что 0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C,
ak ∈ Bk ⊂ C, {ak}n

k=1 ∈ kn. Внутренний радиус области B относи-
тельно a ∈ B обозначим r(B, a).

Задача 1. Найти величину

max
kn

max
Kn

rα0(B0, 0) rα∞(B∞,∞)

n∏

k=1

rαk(Bk, ak)

и указать все экстремали.
Пусть k′

n обозначает совокупность всех наборов {ak}n
k=1 разли-

чных точек открытого единичного круга, а K ′
n — класс всех набо-

ров попарно непересекающихся областей {Bk}n
k=1, ak ∈ Bk ⊂ U1 =

{|z| < 1}, {ak}n
k=1 ∈ k′

n.

Задача 2. Определить величину

max
k′

n

max
K′

n

n∏

k=1

rαk(Bk, ak)

и все экстремали.
Случай α∞ = 0 задачи 1 (для односвязных областей) рассмотрен

в 1974 году Г.П. Бахтиной в работе [69]. Экстремальные задачи типа
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задач 1 и 2 получили название экстремальных задач со свободными
полюсами.

Задачи типа задачи 1 получили название экстремальных задач со
свободными полюсами на окружности. В [69] решена задача 1 при
n = 4 и α0 = α∞ = 0, αk = 1, k = 1, 4 для односвязных симметри-
чных относительно единичной окружности областей.

В 1978 году в работе В.Н. Дубинина [106] получено, в частности,
полное решение задачи 1 при α0 = α∞ = 0, αk = 1, k = 1, n и всех
n ∈ N, n > 2. В 1988 году в [108] получено решение задачи 1 для
случая 0 < α0 6 1, α∞ = 0, αk = 1, k = 1, n и всех n > 2, а также
при 0 < α0 = α∞ 6

1
2 , αk = 1, k = 1, n, и опять–таки при всех n > 2.

После этих результатов тематика получает новый импульс для
своего развития. Появилось много работ, посвященных экстремаль-
ным задачам о неналегающих областях со "свободными" полюсами
(см., например, [149–153], [105–115], [116–119]).

В работе [108] были сформулированы более общие, по сравне-
нию с задачами 1 и 2, экстремальные задачи смешанного типа, в
которых часть полюсов фиксирована, а часть — свободна. Отметим,
что благодаря идеям и методам работ [108–112] стало возможным
получение точных оценок сверху для функционалов, заданных на
открытых множествах.

Функционалы "типа суммы". В задачах о неналегающих обла-
стях, как правило, рассматривались функционалы вида J =

n∏
k=1

rγk(Bk, ak), где γk ∈ R+, k = 1, n. В 1974 г. Г.П. Бахтина рас-

смотрела задачу о максимуме функционала J =
∣∣∣f ′

1(0)
∣∣∣ +

∣∣∣f ′
2(0)

∣∣∣,
где функции w = fk(z), ak = fk(0), Bk = fk(U), k = 1, 2, регу-
лярны в U и однолистно отображают единичный круг U на взаим-
но непересекающиеся области Bk, а точки a1, a2 фиксированы в C.
Оказалось, что в этом случае необходимо компактифицировать ука-
занный выше класс пар регулярных и однолистных в U функций

"вырожденными" парами вида
(
a1, f2(z)

)
(f1(z) ≡ a1 однолистная

и регулярная в U функция f2(z) такова, что f2(U)∋a1),
(
f1(z), a2

)

(f1(z) — регулярна и однолистна в U и f1(U)∋a2, f2(z) ≡ a2) и, нако-

нец,
(
a1, a2

)
(fk(z) ≡ ak, k = 1, 2). Компактифицированный таким
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образом класс пар
(
f1(z), f2(z)

)
обозначим через M . Справедливо

следующее утверждение.

Теорема 2.3.4. (Г.П. Бахтина). На классе M выполняется не-
равенство

J [(f1, f2)] =
∣∣f ′

1(0)
∣∣ +

∣∣f ′
2(0)

∣∣ 6 4
∣∣a1 − a2

∣∣.

Знак равенства достигается только для пар вида

(
a1, a2 + 4(a1 − a2)

εz

(1 + εz)2

)
,

(
a1 + (a2 − a1)

εz

(1 + εz)2 a2

)
, |ε| = 1.

Рассмотрим подкласс M̂ ⊂ M(a1, a2), состоящий из тех и только
тех пар (f1, f2) ∈ M(a1, a2), для которых fk(z), k = 1, 2, являются
выпуклыми функциями (т. е. fk(U) — выпуклая область, k = 1, 2).

Теорема 2.3.5. (J. Stankiewicz, Z. Stankiewicz [344]) На классе

M̂ справедливо неравенство

∣∣∣f ′
1(0)

∣∣∣ +
∣∣∣f ′

2(0)
∣∣∣ 6 2|a1 − a2|.

Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда f1(U) и
f2(U) являются полуплоскостями, общей границей которых явля-
ется прямая, ортогональна отрезку (a1, a2) и пересекающая его во
внутренней точке.

2.3.2. Некоторые результаты, предварившие современ-
ное развитие направления. Приведем несколько, полученных ра-
зличными авторами, важных результатов, ввиду того, что они суще-
ственно используются в нашей работе. Первым приведем результат
В.Н. Дубинина 1985 года для фиксированных полюсов [107], усили-
вающий классический результат Дж. Дженкинса [104].

Теорема 2.3.6. [107]. Пусть Q(z)dz2 — положительный ква-
дратичный дифференциал на G, регулярный везде, за исключением
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n простых полюсов и m полюсов второго порядка b1, b2, . . ., bm, в
окрестностях которых (в терминах некоторого локального пара-
метра, который изображает bl, l = 1, 2, . . . ,m, как точку z = 0),
имеет место разложение

Q(z)dz2 =
(
−αl

z2
+ . . .

)
dz2,

αl > 0, l = 1, . . . ,m (n > 0, m > 1, множество простых полюсов
может быть пустым). Для n = 0, m = 2 и G = C одновременно
пусть G1 и G2 – любые области, которые ограниченны одной и той
же траекторией квадратичного дифференциала Q(z)dz2. В других
случаях пусть G является внутренним замыканием круговых обла-
стей G1, G2, . . . , Gm, соответствующих полюсам b1, b2, . . . , bm. То-
гда для любых областей D1,D2, . . . ,Dm, bl ∈ Dl ⊂ G, l = 1, 2, . . . ,m,
объединение которых содержит не больше, чем конечное число за-
мыканий ортогональных траекторий квадратичного дифференциа-
ла Q(z)dz2, справедливо неравенство

m∏

k=1

rαl(Dl, al) 6

m∏

k=1

rαl(Gl, al). (2.3.2)

Если, дополнительно, области Dl, l = 1, . . . ,m, имеют классиче-
ские функции Грина, то равенство в (2.3.2) достигается только
в том случае, когда линии уровня этих функций состоят из за-
мыканий траекторий квадратичного дифференциала Q(z)dz2. Так,
для односвязных областей D1, . . . ,Dm знак равенства имеет место
тогда и только тогда, когда Dl = Gl, l = 1, . . . ,m.

Первый результат в экстремальных задачах со свободными по-
люсами на окружности получен в работе [69]. Приведем его.

Теорема 2.3.7. ( Бахтина Г.П. [69]). Для любых различных то-
чек ak, k = 1, 4, которые принадлежат единичной окружности
|z| = 1, и любых попарно непересекающихся односвязных областей
Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, 4, которые симметричны относительно
единичной окружности, справедливо неравенство

4∏

k=1

∣∣f ′
k(0)

∣∣ 6 1, (2.3.3)
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где w = fk(z) является однолистным конформным отображением
единичного круга на область Dk, ak = fk(0), k = 1, 4. Равенство в
(2.3.3) достигается тогда и только тогда, когда ak и Dk являются,
соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − w2

(w4 − 1)2
dw2

.

Из результатов работы [106] вытекает теорема, существенно обоб-
щающая теорему 2.3.7. Приведем ее.

Теорема 2.3.8. (Дубинин В.Н. [106]). Для любых различных
точек ak, k = 1, 2, . . . , n (n > 3), которые принадлежат единичной
окружности |z| = 1 и любых попарно непересекающихся областей
Dk, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, . . . , n, справедливо неравенство

m∏

k=1

r(Dk, ak) 6

(
4

n

)n

. (2.3.4)

Если, дополнительно, области Dk, k = 1, . . . , n, имеют классиче-
ские функции Грина, то равенство в (2.3.4) достигается тогда и
только тогда, когда

ak = exp

(
i

(
θ +

2πk

n

))
,

Dk =

{
z :

∣∣∣arg z − θ − 2πk

n

∣∣∣ <
π

n

}
, k = 1, . . . , n,

где θ — действительная постоянная.

Другим важным частным случаем работы [106] является следу-
ющий результат.

Теорема 2.3.9. [106]. Пусть n > 3, n ∈ N, λ,R ∈ R+, λ < R.
Тогда для любых n различных точек ak, |ak| = λ, k = 1, n, и прои-
звольной системы попарно непересекающихся областей {Dk}n

k=1,
ak ∈ Dk ⊂ UR, k = 1, n справедливо неравенство

n∏

k=1

r (Dk, ak) 6

(
4λ

n

)n

·
[
Rn − λn

Rn + λn

]n

. (2.3.5)
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Если, дополнительно, области Dk, k = 1, . . . , n, имеют классиче-
ские функции Грина, то равенство в (2.3.5) достигается тогда и
только тогда, когда ak и Dk являются, соответственно, полюсами
и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2,

где UR, R+, N определены в п. 2.1.

Следующее утверждение принадлежит Е.Г. Емельянову [117].

Теорема 2.3.10. [117]. Пусть для k = 1, n, bk = ρeiθk , b′k =
Reiθk , 0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < 2π, 0 < ρ < R. Пусть Dk, D′

k, k =
1, n, — любые односвязные области такие, что bk ∈ Dk, b′k ∈ D′

k,
Di

⋂
Dj = ∅, D′

i

⋂
D′

j = ∅ при i 6= j, Di

⋂
D′

j = ∅ при i, j = 1, n. Тогда

n∏

k=1

R (Dk, bk) · R (D′
k, b′k) 6

(
4
√

Rρ

n
· R

n
2 − ρ

n
2

R
n
2 + ρ

n
2

)2n

, (2.3.6)

где R (Dk, bk) — конформный радиус D относительно b ∈ D. Равен-
ство в (2.3.6) достигается только при θk = 2π

n (k − 1), k = 1, n.

Четвертая глава посвящена обобщению и усилению следующей
теоремы Г.В. Кузьминой [153].

Теорема 2.3.11. [153] Пусть α ∈ (0, 1), n > 2. Для любых точек
ak, |ak| = 1, k = 1, 2n и любой системы попарно непересекающихся

односвязных областей {Bk}2n
k=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, 2n, справедливо

неравенство

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k) 6

n∏

k=1

r
(
B

(0)
2k−1, a

(0)
2k−1

)
rα

(
B

(0)
2k , a

(0)
2k

)
.

(2.3.7)
Равенство в (2.3.7) достигается тогда и только тогда, когда ak и
Bk являются, соответственно, полюсами и круговыми областями
квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = wn−2 (α − 1)w2n − 2(1 + α)wn + (α − 1)

(w2n − 1)2
dw2.
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2.3.3. Метод разделяющего преобразования. В главах 3
– 5 существенно используются результаты В.Н. Дубинина, получен-
ные в работах [108–110]. Приведем необходимые нам в дальнейшем
частные случаи этих результатов.

Конденсатором на расширенной комплексной плоскости Cz на-
зывается всякая упорядоченная пара C = (E0, E1) непересекающи-
хся непустых замкнутых множеств E0 и E1, принадлежащих Cz.
Открытое множество G = Cz \ (E0 ∪ E1) назовем полем, а сами
множества E0, E1 — пластинами конденсатора C. Принято также
обозначение C = {G,E0, E1}.

Конденсатор C = {G,E0, E1} назовем допустимым, если суще-
ствует вещественная функция ω(z), непрерывная на Cz, равная нулю
на E0, единице — на E1 и гармоническая в G. Функция ω(z) называе-
тся потенциальной функцией конденсатора C. Конденсатор назовем
правильным, если каждая из областей, составляющих его поле, име-
ет граничные точки на обеих пластинах этого конденсатора.

Обозначим через L1
2(C) совокупность всех функций ω : Cz → R,

непрерывных и липшицевых на Cz, равных нулю на множестве E0,
единице — на E1. Емкость конденсатора C определяется следующим
образом:

∣∣∣C
∣∣∣ = inf

ω∈L1
2(C)

∫∫

Cz

∣∣∣∇ω
∣∣∣
2

dx dy, z = x + iy.

Пусть C = (E0, E1) — произвольный конденсатор на z-сфере Cz;
Bl, l = 1, ...,m, — односвязные попарно непересекающиеся обла-
сти на Cz, ограниченные конечным числом кусочно-гладких кри-
вых и удовлетворяющие условию Ej ∩ Bl 6= ∅, j = 0, 1, l = 1, ...,m.
Пусть {pl}m

l=1 — некоторое семейство функций ζ = pl(z), конформно
и однолистно отображающих соответственно области Bl на правую

полуплоскость Re ζ > 0. Обозначим через E
(l)
j объединение множе-

ства pl(Ej ∩ Bl) с его отражением относительно мнимой оси. Ре-
зультатом разделяющего преобразования конденсатора C = (E0, E1)
относительно семейства функций {pl}m

l=1 назовем семейство кон-
денсаторов {Cl}m

l=1, состоящее из m симметричных конденсаторов

Cl = (E
(l)
0 , E

(l)
1 ), l = 1, ...,m. Иногда вместо полуплоскости Re ζ > 0
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в определении некоторых функций ζ = pl(z), 1 6 l 6 m, рассма-

тривают круг |ζ| < 1. В этом случае под E
(l)
j понимают объедине-

ние множества pl(Ej ∩Bl) с его инверсией относительно окружности

|ζ| = 1, j = 0, 1. Семейство конденсаторов {Cl}m
l=1, Cl = (E

(l)
0 , E

(l)
1 ),

l = 1, ...,m, по-прежнему называют результатом разделяющего пре-
образования конденсатора C.

Теорема 2.3.12. Справедливо неравенство

∣∣∣C
∣∣∣ >

1

2

m∑

l=1

∣∣∣Cl

∣∣∣.

Если, дополнительно, конденсатор C = {G,E0, E1} правильный и
допустимый, то знак равенства в этом неравенстве достигается

тогда и только тогда, когда G ⊂
n⋃

l=1

Bl и в некоторой окрестности

любой аналитической дуги, принадлежащей ∂Bl ∩ G, 1 6 l 6 n, по-
тенциальная функция конденсатора C симметрична относитель-
но этой дуги. В частности, если C — допустимый конденсатор со
связным полем, и множество ∂Bl ∩ G, 1 6 l 6 n, содержит отре-
зок некоторой прямой или окружности γ, то в случае равенства
конденсатор C симметричен относительно γ.

Рассмотрим систему различных точек расширенной комплексной
плоскости 0, a1, a2, ..., an,∞ таких, что

0 = arg a1 < arg a2 < ... < arg an < 2π.

Введем обозначения

arg an+1 := 2π, a0 := an, αk :=
1

π
(arg ak+1 − arg ak) , k = 1, n.

Очевидно, что
n∑

k=1

αk = 2. Пусть

Pk := {w : arg ak < arg w < arg ak+1} , k = 1, 2, ..., n,

P0 := Pn, Pn+1 := P1.
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Тогда функция

zk (w) = −i
(
e−i arg akw

) 1
αk , k = 1, 2, ..., n, z0 := zn, zn+1 := z1

конформно и однолистно отображает области Pk, k = 1, 2, ..., n, на
правую полуплоскость Re z > 0 таким образом, что выполняются
следующие ассимптотические равенства:

|zk (w) − zk (am)| ∼ 1

αk
|am|

1
αk

−1 |w − am| , w ∈ Pk, w → am,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1; an+1 := a1;

|zk (w)| = |w|
1

αk , w ∈ Pk w → 0, w → ∞.

Пусть {Dk}n+1
k=0 — семейство областей, удовлетворяющих следую-

щих условиям:

0 ∈ D0 ⊂ C, ak ∈ Dk ⊂ C, k = 1, n, ∞ ∈ Dn+1 ⊂ C.

Dk

⋂
Dm = ø, k 6= m, k,m = 0, 1, ..., n, n + 1.

Обозначим G
(1)
k , k = 1, n, объединение связной компоненты мно-

жества
zk

(
Dk

⋂
P k

)
, которая содержит точку zk (ak) , k = 1, n, с ее ото-

бражением относительно мнимой оси, а через G
(2)
k−1, k = 1, n,

G
(2)
0 := G

(2)
n , — объединение связной компоненты множества

zk−1

(
Dk

⋂
P k−1

)
, которая содержит точку zk−1 (ak) , k = 1, n, с ее

отображением относительно мнимой оси. Семейство двух симметри-

чных относительно мнимой оси областей
{

G
(1)
k , G

(2)
k−1

}
назовем ре-

зультатом разделяющего преобразования области Dk относительно
семейства двух функций {zk, zk−1} , k = 1, n.

Аналогично, назовем результатом разделяющего преобразования
области D0 относительно семейства функций {zk}n

k=1 семейство сим-

метричных относительно мнимой оси областей G
(0)
k , k = 1, n, кото-

рые получены объединением содержащей точку 0 связной компонен-
ты множества zk (D0

⋂
Pk), k = 1, n, с ее отображением относительно

мнимой оси; а результатом разделяющего преобразования области
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Dn+1 относительно семейства функций {zk}n
k=1, семейство симме-

тричных относительно мнимой оси областей G
(∞)
k , k = 1, n, которые

получены объединением содержащей точку ∞ связной компоненты
множества zk (Dn+1

⋂
Pk), k = 1, n, с ее отображением относитель-

но мнимой оси. Система областей
{

G
(0)
k , G

(1)
k , G

(2)
k , G

(∞)
k

}
является

системой попарно-непересекающихся областей.

Теорема 2.3.13. Справедливы следующие неравенства:

r (Dk, ak) ≤




r
(
G

(1)
k , zk (ak)

)

1
αk

· |ak|
1

αk
−1

·
r
(
G

(2)
k−1, zk−1 (ak)

)

1
αk−1

· |ak|
1

αk−1
−1




1
2

∀k = 1, 2, ..., n,

(2.3.8)

r (D0, 0) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)]α2
k
2

, (2.3.9)

r (Dn+1,∞) ≤
n∏

k=1

[
r
(
G

(∞)
k ,∞

)]α2
k
2

. (2.3.10)

Причем, если для областей Dk, k = 0, n + 1, существуют клас-
сические функции Грина, то в неравенствах (4.1.1) достигается
знак равенства тогда и только тогда, когда области Dk, k =
1, n, соответственно симметричны относительно прямых w =
ρ · exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n; а в неравенствах (4.1.2) и
(4.1.3) соответственно знак равенства будет тогда и только то-
гда, когда области D0 и Dn+1 симметричны относительно семей-
ства прямых w = ρ · exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n.

В некоторых случаях удобно вместо полуплоскости Re z > 0 рас-
сматривать круг единичного радиуса. Приведем соответствующие
формулы В.Н. Дубинина для этого частного случая.

Пусть

T (z) =
1 + z

1 − z
,

а

ξk (w) = T (zk (w)) , k = 1, n, ξ0 (w) := ξn (w) .
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Функции ξk (w) , k = 1, n, конформно и однолистно отображают
области Pk, k = 1, 2, ..., n, на внутреннюю часть единичного кру-
га U := {ξ : |ξ| < 1} таким образом, что выполняются следующие
асимптотические равенства:

|ξk (w) − ξk (am)| ∼ βm,k · |w − am| , w ∈ Pk, w → am,

k = 1, 2, ..., n, m = k, k + 1;

|ξk (w) − ξk (0)| ∼ β0,k · |w|
1

αk , w ∈ Pk, w → 0,

|ξk (w) − ξk (∞)| ∼ β∞,k · |w|−
1

αk , w ∈ Pk, w → ∞,

где βk,k, k = 1, n, β0,k, β∞,k — некоторые положительные числа, ко-
торые несложно вычислить (предоставляем это читателю), и βk,0 :=
βk,n.

Пусть преобразование T (z) переводит область G
(j)
k в область Ω

(j)
k ,

k = 1, n, j = 1, 2, содержащую точку zk(ak+j−1), Ω
(2)
0 := Ω

(2)
n . Анало-

гично, T (z) переводит область G
(0)
k в область Ω

(0)
k , k = 1, n, которая

содержит точку zk(0); а область G
(∞)
k — в область Ω

(∞)
k , k = 1, n,

содержащую точку zk(∞). Система областей
{

Ω
(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k ,Ω

(∞)
k

}

является системой попарно непересекающихся областей, симметри-
чных относительно окружности |ξ| = 1.

Теорема 2.3.14. Справедливы следующие неравенства:

r (Dk, ak) ≤




r
(
Ω

(1)
k , ξk (ak)

)
· r

(
Ω

(2)
k−1, ξk−1 (ak)

)

βk,k · βk,k−1




1
2

∀k = 1, 2, ..., n,

(2.3.11)

r (D0, 0) ≤
n∏

k=1




r
(
Ω

(0)
k , ξk (0)

)

β0,k




α2
k
2

, (2.3.12)

r (Dn+1,∞) ≤
n∏

k=1




r
(
Ω

(∞)
k , ξk (∞)

)

β∞,k




α2
k
2

. (2.3.13)
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Причем, если для областей Dk, k = 0, n + 1, существуют клас-
сические функции Грина, то в неравенствах (4.1.6) достигается
знак равенства тогда и только тогда, когда области Dk, k =
1, n, соответственно симметричны относительно прямых w =
ρ · exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n; а в неравенствах (4.1.7) и
(4.1.8) соответственно знак равенства будет тогда и только то-
гда, когда области D0 i Dn+1 симметричны относительно семей-
ства прямых w = ρ · exp

{
i · 2π

n (k − 1)
}

, ρ > 0, k = 1, n.

2.3.4. Асимптотика модуля вырождающегося конденса-
тора. Следуя работе [112], приведем некоторые результаты В.Н. Ду-
бинина [111,112].

Замкнутое множество E(z0, r), z0 ∈ Cz, зависящее от параметра
r > 0, назовем почти кругом в точке z0 радиуса r, если для достато-
чно малого ε > 0 существуют непрерывные положительные функции
rj(r), 0 < r < ε, j = 1, 2, такие, что

U(z0, r1(r)) ⊂ E(z0, r) ⊂ U(z0, r2(r)),

где U(z0, r) = {z : |z−z0| < r}, z0 ∈ Cz и U(∞, r) = {z : |z| > r−1}, и
кроме того, rj(r) ∼ r при r → 0, j = 1, 2. Всюду ниже B — открытое
множество на C, дополнение которого E0 = C\B имеет положитель-
ную гармоническую меру. Пусть zl, l = 1,m, — различные точки
множества B; δl, l = 1,m, — произвольные вещественные числа, не
все равные нулю, и пусть µl, νl, l = 1,m – произвольные веществен-
ные числа.

Введем обобщения: Z = {zl}, ∆ = {δl}, Ψ = {ψl}, ψl = ψl(r) ≡
µlr

νl , l = 1,m. Здесь и ниже, если не оговорено противное, символы
{ }, ∑

и
∏

означают соответственно совокупность, суммирование
и произведение по всевозможным индексам, указанным в контексте,
за исключением тех, при которых слагаемое в

∑
либо равно ∞, либо

не определено, а сомножитель в произведении равен либо нулю, либо
∞.

Далее при достаточно малых r > 0 рассмотрим обобщенный кон-
денсатор как упорядоченную совокупность

C (r; B, Z, ∆, Ψ) := {E0, E(z1, ψ1(r)), . . . , E(zm, ψm(r))}
с предписанными значениями соответственно 0, δ1, . . . , δm. Модуль
этого конденсатора

∣∣C (r; B, Z, ∆, Ψ)
∣∣ есть величина, обратная его
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емкости, которая, в свою очередь, определяется как точная нижняя
грань интегралов Дирихле I(v,B) по всем допустимым функциям
v, то есть функциям v класса Lip равным нулю в некоторой окре-
стности множества E0 и равным δl на E(zl, ψl(r)), l = 1,m (здесь
1
0 = +∞). Приведенным модулем множеств B относительно совоку-
пностей Z, ∆ и Ψ назовем предел

M (B, Z, ∆, Ψ) = lim
r→0

(∣∣C (r; B, Z, ∆, Ψ)
∣∣ +

ν

2π
log r

)
, (2.3.14)

где ν =
(∑

δ2
l ν−1

l

)−1
.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.3.15. Пусть множества B и совокупности Z, ∆ и
Ψ — такие же, как и выше. Тогда справедлива асимптотическая
формула

∣∣C (r; B, Z, ∆, Ψ)
∣∣ = − ν

2π
log r + M (B, Z, ∆, Ψ) + o(1), r → 0,

(2.3.15)
где

M (B, Z, ∆, Ψ) =
ν2

2π

{∑ δ2
l

ν2
l

log
r(B, zl)

µl
+

∑ δl

νl

δj

νj
gB(zj , zl)

}
,

r(B, a) = r(B(a), a),

gB(z, a) =





gB(a)(z, a),

0, a ∈ C\B(a),

lim
ζ→z

gB(a)(ζ, a), ζ ∈ B(a), z ∈ ∂B(a),

B(a) — связная компонента открытого множества B, содержа-
щая точку a.

Некоторые выводы. Несмотря на большое количество полу-
ченных конкретных результатов, оказывается, что в большинстве
экстремальных задач, изученных многими авторами, на геометрию
расположения свободных полюсов накладывается очень ограничи-
тельное условие, а именно: свободные полюсы расположены на окру-
жности фиксированного радиуса. Возникает естественный вопрос:
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нельзя ли выяснить при каких условиях можно ослабить это требо-
вание?

Далее возникает не менее интересный вопрос: для каких клас-
сов открытых множеств справедливы неравенства, аналогичные со-
ответствующим результатам для неналегающих областей?

И наконец, нельзя ли получить более точные оценки, учитываю-
щие, некоторым образом, отклонение не экстремальной конфигура-
ции от экстремальной?



ГЛАВА 3

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ
(n,m)-ЛУЧЕВЫХ СИСТЕМ ТОЧЕК

3.1 Оценки функционалов первого типа для
(n,m)-лучевых систем точек

3.1.1. Основная теорема об оценке функционала перво-
го типа.

Сформулируем один из основных результатов главы 3, получен-
ный А.К. Бахтиным в работах [30,41,42].

Теорема 3.1.1. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 2nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· MR(An,m).

(3.1.1)
Знак равенства в (3.1.1) достигается тогда и только тогда, когда

точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, являются, соответ-
ственно, полюсами и круговыми областями квадратичного диффе-
ренциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2, (3.1.2)

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m. Угловые параме-

тры и коэффициенты смещения в (3.1.1) определены соотношения-
ми (2.2.2), (2.2.13).

Для доказательства теоремы 3.1.1 нам понадобятся леммы 3.1.1 –
3.1.3, и с учетом специфики как терминологического характера, так
и самой методики изложения, возникает необходимость включения
указанных выше лемм непосредственно в само доказательство.
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Доказательство. В основе доказательства лежит приме-
нение метода кусочно-разделяющей симметризации ( [108–110]).

Пусть R ∈ R+. Тогда семейство функций
{

ζ
(R)
k (w)

}n

k=1
, за-

данных равенством (2.2.12), является допустимым для кусочно-
разделяющего преобразования (см., например, [108–110]) областей{
Bk,p : k = 1, n, p = 1,m

}
относительно системы углов {Pk}n

k=1.

Введем обозначение (∆)∗ :=
{
w ∈ C : 1

w ∈ ∆
}

для любого мно-

жества ∆ ∈ C. И пусть Ω
(1)
k,p(R) обозначает связную компо-

ненту множества ζ
(R)
k

(
Bk,p

⋂
P k

) ⋃ (
ζ
(R)
k

(
Bk,p

⋂
P k

))∗
, содержа-

щую точку ω
(1)
k,p(R), а Ω

(2)
k,p(R) — связную компоненту множе-

ства ζ
(R)
k−1

(
Bk,p

⋂
P k−1

)⋃ (
ζ
(R)
k−1

(
Bk,p

⋂
P k−1

))∗
, содержащую точку

ω
(2)
k,p(R), k = 1, n, p = 1,m, ζ

(R)
0 := ζ

(R)
n , Ω

(2)
0,p(R) := Ω

(2)
n,p(R). Очеви-

дно, что Ω
(s)
k,p(R) k = 1, n, p = 1,m, s = 1, 2, являются, вообще говоря,

многосвязными областями. Пара областей Ω
(2)
k−1,p(R) и Ω

(1)
k,p(R) явля-

ется результатом разделяющего преобразования области Bk,p отно-

сительно семейств {Pk−1, Pk},
{

ζ
(R)
k−1, ζ

(R)
k

}
, k = 1, n, p = 1,m в точке

ak,p. Из формулы (2.2.12) получаем следующие выражения:

ζ
(R)
k (w) = ζ

(R)
k (ak,p) +

(
ζ
(R)
k (w)

)′

w=ak,p

(w − ak,p) + . . .

при w → ak,p, где

∣∣∣
(
ζ
(R)
k (w)

)′

w=ak,p

∣∣∣ =
2R

1
αk

∣∣R
1

αk − i|ak,p|
1

αk

∣∣2
·
(

1

αk

)
|ak,p|

1
αk

−1
=

=

[
αk · 1

2

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk +
∣∣∣ R

ak,p

∣∣∣
1

αk

)
|ak,p|

]−1

=

=

[
αk · χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
|ak,p|

]−1

, k = 1, n, p = 1,m.

Отсюда вытекают асимптотические выражения

∣∣∣ζ(R)
k (w) − ζ

(R)
k (ak,p)

∣∣∣ ∼
[
αk · χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
|ak,p|

]−1

· |w − ak,p|,
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w → ak,p, w ∈ P k.

(3.1.3)

∣∣∣ζ(R)
k−1(w) − ζ

(R)
k−1(ak,p)

∣∣∣ ∼
[
αk−1 · χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)
|ak,p|

]−1

· |w − ak,p|,

w → ak,p, w ∈ P k−1.

Аналогичным образом получаем соотношения

∣∣∣ζ(R)
k (w) − 1

∣∣∣ ∼ 2

R
1

αk

· |w|
1

αk , w → 0, w ∈ P k, k = 1, n.

(3.1.4)

∣∣∣ζ(R)
k (w) + 1

∣∣∣ ∼ 2R
1

αk · |w|−
1

αk , w → ∞, w ∈ P k, k = 1, n.

Далее пусть B0 есть область произвольной связности и 0 ∈
B0 ⊂ C. Через Ω

(k)
0 (R) обозначим связную компоненту множе-

ства ζ
(R)
k

(
B0

⋂
P k

) ⋃ (
ζ
(R)
k

(
B

⋂
P k

))∗
, k = 1, n, содержащую то-

чку ζ = 0. Семейство
{

Ω
(k)
0 (R)

}n

k=1
является результатом разде-

ляющего преобразования области B0 относительно системы углов

{Pk}n
k=1 и семейства функций

{
ζ
(R)
k

}n

k=1
в точке w = 0. Совершен-

но аналогично вводится семейство
{

Ω
(k)
∞ (R)

}n

k=1
, являющееся ре-

зультатом разделяющего преобразования произвольной области B∞,
∞ ∈ B∞ ⊂ C, относительно системы углов {Pk}n

k=1 и семейства

функций
{

ζ
(R)
k

}n

k=1
в точке w = ∞. Из теоремы 1.9 [110] (см. та-

кже [109,112]) и формул (3.1.3), (3.1.4) получаем неравенства

r (Bk,p, ak,p) 6

6

{
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
· r

(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)
× (3.1.5)

×
[
αk · χ

(∣∣ak,p

R

∣∣ 1
αk

)
|ak,p|

]
·
[
αk−1 · χ

(∣∣ak,p

R

∣∣ 1
αk−1

)
|ak,p|

]} 1
2

,
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r (B0, 0) 6

n∏

k=1




r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)

2

R
1

αk




α2
k
2

, (3.1.6)

r (B∞,∞) 6

n∏

k=1




r
(
Ω

(k)
∞ (R),−1

)

2R
1

αk




α2
k
2

. (3.1.7)

Случай равенства в (3.1.5) – (3.1.7) полностью исследован в ра-
ботах [110,112].

Величины αkχ
(∣∣ak,p

R

∣∣ 1
αk

)
|ak,p|, 2

R
1

αk

, 2R
1

αk , k = 1, n, p = 1,m,

назовем коэффициентами кусочно-разделяющего преобразования. В
дальнейшем понадобится следующий результат.

Лемма 3.1.1. Пусть σ, δ, {γk,p}, R ∈ R+, k = 1, n, p = 1,m.
Тогда для любой (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k =
1, n, p = 1,m, и любой системы областей B0, {Bk,p}, B∞, 0 ∈ B0,
∞ ∈ B∞, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m, справедливо неравенство

J := rσ(B0, 0) · rδ(B∞,∞) ·
n∏

k=1

m∏

p=1

rγk,p (Bk,p, ak,p) 6

6 2
− 1

2 (σ+δ)
n∑

k=1

α2
k · R 1

2 (σ−δ) ·
[

n∏

k=1

α
xk,m+xk+1,m

k

] 1
2

×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)
|ak,p|2

] 1
2 γk,p

× (3.1.8)

×
n∏

k=1

[
r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)]σα2
k

2 ·
[
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)] δα2

k
2 ×

×
m∏

p=1

n∏

k=1

{[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)]γk,p

·
[
r
(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)]γk+1,p
} 1

2

,
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где xk,m :=
m∑

p=1
γk,p, k = 1, n, xn+1,m := x1,m, γn+1,p := γ1,p. Знак

равенства в (3.1.8) достигается тогда и только тогда, когда в не-
равенствах (3.1.6), (3.1.7), а также в (3.1.5) при всех k = 1, n и
p = 1,m реализуется знак равенства.

Доказательство. Используя соотношения (3.1.5) – (3.1.7), по-
лучим оценку

J 6

6

n∏

k=1

R
δαk
2 ·2

α2
k

δ

2

[
r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)]α2
k
2 ·

n∏

k=1

2−
σα2

k
2 R−σαk

2

[
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)]α2

k
2 ×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
αk−1 · αkχ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)
|ak,p|2

] 1
2 γk,p

×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
· r

(
Ω

(2)
k−1,p(R), ω

(2)
k−1,p(R)

)] 1
2 γk,p

.

Отметим, что

n∏

k=1

m∏

p=1

[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
· r

(
Ω

(2)
k−1,p(R), ω

(2)
k−1,p(R)

)] 1
2 γk,p

=

=
n∏

k=1

m∏

p=1

{[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)]γk,p

·
[
r
(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)]γk+1,p
} 1

2

,

n∏

k=1

m∏

p=1

(αk−1 · αk)
1
2 γk,p =

n∏

k=1

α
1
2 (xk,m+xk+1,m)

k ,

где xk,m =
m∑

p=1
γk,p, k = 1, n, γn+1,p := γ1,p, p = 1,m, xn+1,m := x1,m и

∑
αk = 2. Учитывая эти соотношения, легко получить неравенство

(3.1.8). Если хотя бы в одном из неравенств (3.1.5) – (3.1.7) будет
строгое неравенство, то и в (3.1.8) знак равенства не может быть
достигнут. Лемма 3.1.1 доказана.

Лемма 3.1.1 является формализацией разделяющего преобразо-
вания для данного частного случая (n,m)-лучевых систем точек.
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Приведем теперь один результат В.Н. Дубинина [109,110] вместе
с доказательством, поскольку в дальнейшем он будет играть суще-
ственную роль.

Лемма 3.1.2. (В.Н. Дубинин). Для любой системы различных
точек An = {ak}n

k=1, |ak| = 1, k = 1, n, n > 3, и любых взаимно
непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо
неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n
n∏

k=1

αk = 2nµ

(
n⋃

k=1

ak

)
. (3.1.9)

Знак равенства в (3.1.9) достигается тогда и только тогда, когда

ak = exp i

(
2π

n
(k − 1) + θ

)
,

B̃k =

{
w ∈ C :

∣∣∣arg w −
(

θ +
2π

n
(k − 1)

)∣∣∣ <
π

n

}
,

capB̃k\Bk = 0, k = 1, n, θ ∈ R.

Доказательство. [109, 110]. Рассмотрим семейство функций

{zk(w)}n
k=1, k = 1, n, где zk(w) = −i

(
e−iθkw

) 1
αk , θk = θk(An),

αk = αk(An), An = {ak}n
k=1. Функция zk(w), k = 1, n, отобража-

ет конформно и однолистно угол Pk(A) на правую полуплоскость
(выбор ветви zk(w) определен при построении функции(2.2.12)).

Пусть G
(1)
k обозначает объединение связной компоненты множества

zk (Bk

⋂
Pk), содержащей точку g

(1)
k := zk(ak) = −i, с ее симметри-

чным отражением относительно мнимой оси, а G
(2)
k — объединение

связной компоненты множества zk (Bk+1

⋂
Pk), содержащей точку

g
(2)
k := zk(ak+1), g

(1)
n := zn(an+1) = zn(a1) = i, с ее симметричным

отражением относительно мнимой оси. Очевидно, что G
(1)
k и G

(2)
k ,

k = 1, n, — (вообще говоря) многосвязные области. Тогда из теоре-
мы 1.9 [110] и теоремы Лаврентьева [158] получаем

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

n∏

k=1

αk

[
n∏

k=1

r(B
(1)
k ,−i)r(B

(2)
k , i)

] 1
2

6 2n
n∏

k=1

αk.
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Далее, очевидно, что B̃
(1)
k , B̃

(2)
k — односвязные области при всех

k = 1, n. Если в последнем неравенстве достигается знак равенства,

то B̃
(1)
k совпадает с нижней полуплоскостью, а B̃

(2)
k — с верхней.

Отсюда вытекает, что прообраз первого квадранта при отображении
zk(w) совпадает с B̃k+1

⋂
Pk, а прообраз четвертого — с B̃k

⋂
Pk,

k = 1, n. Тогда из теоремы 1.9 [110] и симметрии относительно бис-
сектрисы угла Pk, k = 1, n, получаем равенство αk = 2

n , k = 1, n.
Далее, легко видеть, что для экстремальных областей выполняется
равенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) =

n∏

k=1

r(B̃k, ak)

и следовательно, r(Bk, ak) = r(B̃k, ak), k = 1, n. Таким образом, име-
ют место соотношения:

gBk
(w, ak) = ln

1

|w − ak|
+ ln r(Bk, ak) + o(1), w → ak,

gB̃k
(w, ak) = ln

1

|w − ak|
+ ln r(B̃k, ak) + o(1), w → ak.

Из последних равенств следует

hBk
= gB̃k

(w, ak) − gBk
(w, ak) = 0

для всех регулярных точек ∂Bk, и hBk
(w) = o(1) при w → ak, k =

1, n. Тогда hBk
(w) ≡ 0 в области Bk в силу принципа максимума. И

отсюда следует, что cap B̃k\Bk = 0 при всех k = 1, n. Лемма 3.1.2
доказана.

Обратимся к доказательству неравенства (3.1.1). Из условий те-
оремы 3.1.1 и неравенства (3.1.8) (при σ = 0, δ = 0, γk,p = 1, k = 1, n,
p = 1,m) вытекает соотношение

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6

(
n∏

k=1

αk

)m

·
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
· χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

|ak,p|×
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×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
· r

(
Ω

(2)
k−1,p(R), ω

(2)
k−1,p(R)

)] 1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

)m

· MR(An,m)×

×
n∏

k=1

{
m∏

p=1

[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
· r

(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)]} 1
2

. (3.1.10)

Из способа построения областей Ω
(s)
k,p следует, что для каждого

фиксированного k0 = 1, n области Ω
(s)
k0,p взаимно не пересекаются

при всех p = 1,m, s = 1, 2. Отсюда, учитывая неравенство (3.1.9)
леммы 3.1.2, при всех k = 1, n получаем соотношение:

m∏

p=1

2∏

s=1

r
(
Ω

(s)
k,p(R), ω

(s)
k,p(R)

)
6 22m · µk(R), (3.1.11)

где величины µk(R), k = 1, n, определяются соотношениями (2.2.11)
– (2.2.14).

Используя (3.1.11), из неравенства (3.1.10) получаем

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 2nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· MR(An,m) =

= (2R)nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· M
(

1

R
An,m

)
. (3.1.12)

Рассмотрим условия, при которых в (3.1.12) реализуется знак равен-
ства. Введем вспомогательный функционал

Ĵn,m =

(
n∏

k=1

αk

)−m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

)− 1
2

·
n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) , (3.1.13)

где {ak,p} = An,m — некоторая (n,m)-лучевая система точек, {Bk,p}
— произвольный набор взаимно непересекающихся областей таких,
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что ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m. Сопоставляя (3.1.12) и (3.1.13),
приходим к выражению

Ĵn,m 6 (2R)
nm · M

(
1

R
An,m

)
. (3.1.14)

Равенство в (3.1.14) реализуется тогда и только тогда, когда оно
достигается в (3.1.12). Если же в (3.1.14) реализуется знак равенства,
то знак равенства реализуется, во-первых, в неравенстве (3.1.5) при
всех k = 1, n, p = 1,m, и во-вторых, в неравенстве (3.1.11) при всех
k = 1, n. Пусть

lk := lk (An,m) = {w ∈ C : arg w = θk}

k = 1, n, l0 := ln, ln+1 := l1. (3.1.15)

Лемма 3.1.3. Пусть n > 3. Тогда для того, чтобы в (3.1.14)
достигался знак равенства, необходимо выполнение соотношения

(
Bk,p

⋂
lk−1

) ⋃(
Bk,p

⋂
lk+1

)
= ∅ (3.1.16)

при всех k = 1, n, p = 1,m.

Доказательство. Пусть равенство (3.1.16) нарушается при не-
которых k0 = 1, n, p0 = 1,m, и пусть, например, Bk0,p0

⋂
lk0−1 6= ∅,

тогда открытое множество
2⋃

s=1

m⋃
p=1

Ω
(s)
k,p имеет внешние точки при

k = k0−2. Следовательно, при k = k0−2 неравенство (3.1.11) являе-
тся строгим, так как нарушены условия реализации знака равенства
в (3.1.9) леммы 3.1.2. Поэтому знак равенства в (3.1.14) не достига-
ется. Лемма 3.1.3 доказана.

Таким образом, при n > 3 в случае реализации равенства в
(3.1.14) каждая область Bk,p может пересекаться с системой (3.1.15)
только по точкам луча lk, k = 1, n, при любом p = 1,m, и кроме
того, отсюда будет следовать, что точки w = 0 и w = ∞ не являю-
тся внутренними ни для одной из областей Bk,p, k = 1, n,p = 1,m.
Обозначим

λk(p) :=

{
ζ ∈ U : arg ζ =

2π

p
(k − 1)

}
,
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k = 1, p, p ∈ N.

Учитывая соотношение (2.2.12), приходим к выводу, что функция

wk := wk(ζ) := R · eiθk

(
i
1 − ζ

1 + ζ

)αk

(3.1.17)

осуществляет конформное отображение круга U на Pk, k = 1, n, при-
чем величины θk, αk k = 1, n, определены в (2.2.1) и (2.2.2), где ветвь
степенной функции t = zα в (3.1.17) задается следующим образом:
t = rαeiαϕ, z = reiϕ,0 6 ϕ < 2π. Сектор круга U ⊂ C, ограни-
ченный двумя соседними радиусами λq(2m) и λq+1(2m) q = 1, 2m,
λ2m+1(2m) := λ1(2m), обозначим через ∆q(2m). Тогда

B̃k,s

⋂
Pk = wk (∆s(2m)) , s = 1,m

B̃k+1,s

⋂
Pk = wk (∆s(2m)) , (3.1.18)

Bn+1,p := B1,p, s = (m + 1), 2m, k = 1, n.

В силу свойств отображения (3.1.17) области B̃k,p

⋂
Pk и

B̃k+1,2m+1−p

⋂
Pk симметричны относительно биссектрисы угла Pk,

k = 1, n. Выражения (3.1.18) достаточно полно характеризуют си-

стему областей
{

B̃k,p

}
, k = 1, n, p = 1,m, и (n,m)-лучевую систему

точек An,m, для которых в (3.1.12) достигается знак равенства. Эта
информация об экстремальной системе получена за счет изучения
случая равенства в неравенстве (3.1.11) при k = 1, n.

Дополним эту информацию об экстремальной системе изучением
случая равенства в (3.1.5) при всех k = 1, n, p = 1,m. Из теоремы 1.9

[110] (см. также [112]) следует, что для всякого k0 = 1, n области B̃k0,p

экстремальной системы обладают симметрией относительно lk0 при
всех p = 1,m. Кроме того, функция (2.2.12) обладает симметрией
относительно биссектрисы угла Pk, k = 1, n. Отсюда вытекает, что
αk = 2

n , k = 1, n, и что для экстремальной (n,m)-лучевой системы
точек выполняются равенства:

ak,p = wk

(
exp i

π

2m
(2p − 1)

)
= Rei 2π

n
(k−1) tg

2
n

(
2p − 1

4m
π

)
, (3.1.19)
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k = 1, n, p = 1,m.
Так как неравенство (3.1.10) получено при любом фиксирован-

ном R ∈ R+, то из (3.1.19) следует, что An,m = R · A
(1)
n,m. Система

экстремальных областей леммы 3.1.2 является системой круговых
областей квадратичного дифференциала

Q(ζ)dζ2 = −ηn ζn−2dζ2

(ζn − ηn)2
, (3.1.20)

|η| = 1. Учитывая (3.1.20), получаем, что области Ω̃
(s)
k,p и точки ω

(s)
k,p,

k = 1, n, p = 1,m, s = 1, 2, для которых реализуется знак равенства в
(3.1.11), являются соответственно круговыми областями и полюсами
дифферанциала

Q(ζ)dζ2 =
ζ2m−2dζ2

(ζ2m + 1)2
. (3.1.21)

Осуществляя замену переменной

ζ =
R

n
2 + iw

n
2

R
n
2 − iw

n
2

(3.1.22)

в квадратичном дифференциале (3.1.21), получаем, что области B̃k,p

и точки ak,p являются соответственно круговыми областями и полю-
сами квадратичного дифференциала

Qdw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 + iw

n
2 )2m + (R

n
2 − iw

n
2 )2m

]2 dw2. (3.1.23)

В случае реализации знака равенства в (3.1.14) получаем

n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) =
n∏

k=1

m∏

p=1

r(B̃k,p, ak,p) = (2R)nmM

(
1

R
An,m

)
.

Таким образом, в этом случае выполняются равенства

r(Bk,p, ak,p) = r(B̃k,p, ak,p), k = 1, n, p = 1,m.

Для соответствующих функций Грина будем иметь

gBk,p
(w, ak,p) = log

1

|w − ak,p|
+ log r(Bk,p, ak,p) + o(1),
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w → ak.p,

gB̃k,p
(w, ak,p) = log

1

|w − ak,p|
+ log r(B̃k,p, ak,p) + o(1),

w → ak.p, k = 1, n, p = 1,m.

Легко видеть, что на множестве всех регулярных точек ∂Bk,p выпол-
няется неравенство

hk,p(w) = gB̃k,p
(w, ak,p) − gBk,p

(w, ak,p) > 0.

Тогда hk,p(w) > 0 всюду в области Bk,p. С другой стороны,
hk,p(ak,p) = 0. Следовательно [348], в силу принципа максиму-
ма для гармонических функций верно тождество h(w) ≡ 0. Тогда
gB̃k,p

(w, ak,p) − gBk,p
(w, ak,p) ≡ 0, k = 1, n, p = 1,m. Отсюда вытека-

ет, что cap B̃k,p\Bk,p = 0, k = 1, n, p = 1,m. Неравенство (3.1.12) дает
неравенство (3.1.1) теоремы 3.1.1. Траектории квадратичного диф-
ференциала (3.1.21) при отображении (3.1.22) преобразуются в трае-
ктории квадратичного дифференциала (3.1.2). Соотношения (3.1.17)
– (3.1.23) показывают, что равенство в (3.1.1) достигается тогда и

только тогда, когда An,m = R1 · A
(1)
n,m и система

{
B̃k,p

}
является

системой круговых областей дифференциала (3.1.2).

Теорема 3.1.1 полностью доказана.

3.1.2. Оценка функционала первого типа для (2,m)-
лучевых систем.

Теорема 3.1.2. (А.К. Бахтин [42]). Пусть n = 2, R ∈ R+. Тогда,
каковы бы ни были (2,m)-лучевая система точек A2,m = {ak,p},
k = 1, 2, p = 1,m, и система взаимно непересекающихся областей
{Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, 2, p = 1,m, справедливо неравенство

2∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22m · (α1 · α2)
m · (µ1(R) · µ2(R))

1
2 · MR(A2,m).

(3.1.24)
При m > 2 знак равенства в (3.1.24) достигается, в частности,
и тогда, когда точки ak,p и области Bk,p, k = 1, 2, p = 1,m, явля-
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ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = −
(
R2 + w2

)2m−2

[(R − iw)2m + (R + iw)2m]
2 dw2, (3.1.25)

а при m = 1 знак равенства в (3.1.24) достигается, когда точки
a1,1 и a2,1 являются полюсами квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − dw2

(w2 − R2)2
, (3.1.26)

при этом B̃1,1 = B
(ρ)
1 =

{
w :

∣∣w−R
w+R

∣∣ < ρ
}
, B̃2,1 = B

(ρ)
2 = C\B(ρ)

1 для

любого ρ ∈ R+.

Доказательство. При n = 2, m > 1 из (3.1.8) получаем нера-
венство

2∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
2∏

k=1

αk

)m

· MR (A2,m)×

(3.1.27)

×
2∏

k=1

{
m∏

p=1

[
r
(
Ω

(1)
k,p(R);ω

(1)
k,p(R)

)
r
(
Ω

(2)
k−1,p(R);ω

(2)
k−1,p(R)

)]} 1
2

.

Из соотношения (3.1.9) леммы 3.1.2 следует оценка

m∏

p=1

[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
r
(
Ω

(2)
k−1,p(R), ω

(2)
k−1,p(R)

)]
6

(3.1.28)

6 22m · µk(R), k = 1, 2.

В свою очередь, из неравенств (3.1.27) и (3.1.28) получаем утвер-
ждение

2∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6
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6 (α1α2)
m · MR(A2,m) ·

2∏

k=1

[
22m · µk(R)

] 1
2 6 (3.1.29)

6 (2)2m · (α1α2)
m · (µ1(R)µ2(R))

1
2 · MR(A2,m).

Таким образом, неравенство (3.1.24) теоремы 3.1.2 доказано. Утвер-
ждение о знаке равенства проверяется непосредственно. Теорема до-
казана.

3.1.3. Оценки функционалов первого типа для некото-
рых открытых множеств. Для открытых множеств, удовлетворя-
ющих первому условию неналегания, справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 3.1.3. [41] Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда
для произвольной (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k =
1, n, p = 1,m, и любого открытого множества D, An,m ⊂ D ⊂
C, удовлетворяющего первому условию неналегания относительно
системы An,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p) ·
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

(3.1.30)

6 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk

) 1
2

· MR (An,m) .

Знак равенства в этом неравенстве достигается, в частности, ко-
гда точки {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и множество D являются, со-
ответственно, полюсами и объединением всех круговых областей
квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[(
R

n
2 − iw

n
2

)2m
+

(
R

n
2 + iw

n
2

)2m
]2 dw2. (3.1.31)

Доказательство. Из условия неналегания следует, что
cap C\D > 0 и множество D обладает обобщенной функцией Гри-
на (см. п. 2.1). Все дальнейшие рассуждения проводяться в соответ-
ствии с работой [111].
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Будем рассматривать множества E0 = C\D; E(ak,p, t) =
{w ∈ C : |w − ak,p| 6 t}, k = 1, n, p = 1,m, n > 2, n,m ∈ N, t ∈ R+.
Далее, для достаточно малых t > 0 введем конденсатор

C (t, D, An,m) = {E0, E1} , (3.1.32)

где E1 =
n⋃

k=1

m⋃
p=1

E(ak,p, t). Емкостью конденсатора C (t, D, An,m) на-

зывается величина (см. [111])

capC (t, D, An,m) = inf

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy,

где нижняя грань берется по всем вещественным, непрерывным и

липшицевым в C функциям G = G(z) таким, что G
∣∣∣
E0

= 0, G
∣∣∣
E1

= 1.

Величина, обратная емкости конденсатора C, называется модулем
этого конденсатора

| C |= [capC]
−1

. (3.1.33)

Рассмотрим конденсаторы

C
(R)
k (t, D, An,m) =

(
E

(k)
0 (R), E

(k)
1 (R)

)
, (3.1.34)

где

E(k)
s (R) = ζ

(R)
k

(
Es

⋂
P k(An,m)

) ⋃ [
ζ
(R)
k

(
Es

⋂
P k(An,m)

)]∗
,

k = 1, n, s = 0, 1, ζ = ζ
(R)
k — введенная ранее функция

(2.2.12), {Pk(an,m)}n
k=1 = P (An,m) — система углов, соответству-

ющая системе точек An,m, операция [A]∗ сопоставляет любому
множеству A ⊂ C множество, симметричное множеству A отно-
сительно окружности |w| = 1. Отсюда следует, что конденсато-
ру C (t, D, An,m), при разделяющем преобразовании относительно

P (An,m) и семейства
{

ζ
(R)
k

}n

k=1
, соответствует набор конденсаторов

{
C

(R)
k (t, D, An,m)

}n

k=1
, симметричных относительно ∂U = {z : |z| =

1}. В соответствии с работой [111] получаем

capC (t,D,An,m) >
1

2

n∑

k=1

capC
(R)
k (t,D,An,m) . (3.1.35)
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Отсюда следует

|C (t,D,An,m) | 6 2

(
n∑

k=1

|C(R)
k (t,D,An,m) |−1

)−1

. (3.1.36)

Из теоремы 1 [111] получаем

|C (t,D,An,m) | =

=
1

2πnm
log

1

t
+ M(D,An,m) + o(1), t → 0, (3.1.37)

где
M(D,An,m) =

=
1

2π(nm)2




n∑

k=1

m∑

p=1

log r(D, ak,p) +
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)


 .

Формула (3.1.37) дает асимптотику модуля C (t, D, An,m) при t → 0,
а величина M (D,An,m) есть не что иное как приведенный модуль
множества D относительно An,m. Используя формулы (3.1.3), (3.1.5)
и тот факт, что D удовлетворяет первому условию неналегания
относительно системы An,m, получим аналогичные асимптотические
представления для конденсаторов Ck (t,D,An,m), k = 1, n, именно:

|C(R)
k (t,D,An,m) | =

=
1

2π(2m)
log

1

t
+ M

(R)
k (D,An,m) + o(1), t → 0, (3.1.38)

где

M
(R)
k (D,An,m) =

=
1

2π(2m)2




m∑

p=1

log
r(Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p)[

αkχ
(
| ak,p

R |
1

αk

)
|ak,p|

]−1 +

+

m∑

p=1

log
r(Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p)[

αkχ
(
| ak+1,p

R |
1

αk

)
|ak+1,p|

]−1


 , k = 1, n.
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Области Ω
(s)
k,p(R) и точки ω

(s)
k,p(R) введены в п. 3.1.1. При помощи

(3.1.38) получаем

|C(R)
k (t,D,An,m) | =

=
4πm

log 1
t

(
1 +

4πm

log 1
t

M
(R)
k (D,An,m) + o

(
1

log 1
t

))−1

= (3.1.39)

=
4πm

log 1
t

−
(

4πm

log 1
t

)2

M
(R)
k (D,An,m) + o

((
1

log 1
t

)2
)

, r → 0.

Далее, из (3.1.39) следует, что

n∑

k=1

|C(R)
k (t,D,An,m) |−1 =

(3.1.40)

=
4πnm

log 1
t

−
(

4πm

log 1
t

)2 n∑

k=1

M
(R)
k (D,An,m) + o

((
1

log 1
t

)2
)

, t → 0.

В свою очередь, (3.1.40) позволяет получить такое асимптотиче-
ское соотношение:

(
n∑

k=1

|C(R)
k (t,D,An,m) |−1

)−1

=

=
log 1

t

4πnm

(
1 − 4πm

n
· 1

log 1
t

n∑

k=1

M
(R)
k (D,An,m) + o

(
1

log 1
t

))−1

=

=
log 1

t

4πnm
+

1

n2

n∑

k=1

M
(R)
k (D,An,m) + o(1), t → 0. (3.1.41)

Неравенства (3.1.35) и (3.1.36) с учетом (3.1.37) и (3.1.41) позво-
ляют сделать вывод, что

1

2πnm
log

1

t
+ M(D,An,m) + o(1) 6

6
1

2πnm
log

1

t
+

2

n2

n∑

k=1

M
(R)
k (D,An,m) + o(1). (3.1.42)
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Из (3.1.42) при t → 0 получаем, что

M(D,An,m) 6
2

n2

n∑

k=1

M
(R)
k (D,An,m). (3.1.43)

формулы (3.1.37), (3.1.38) и (3.1.43) приводят к следующему выра-
жению:

1

2π(nm)2




n∑

k=1

m∑

p=1

log r(D, ak,p) +
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)


 6

6
2

n2
· 1

2π4m2
×

×




n∑

k=1

m∑

p=1

log
r(Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R))r(Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R))

([
αkχ

(
| ak,p

R |
1

αk

)
|ak,p|

] [
αkχ

(
| ak+1,p

R |
1

αk

)
|ak+1,p|

])−1


 .

Таким образом, окончательно получаем

n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p) ·
∏

(k,p) 6=(s,q)

exp gD(ak,p, as,q) 6

6

n∏

k=1

[
m∏

p=1

r(Ω
(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R))r(Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R))

] 1
2

·
(

n∏

k=1

αk

)m

×

(3.1.44)

×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak+1,p

R

∣∣∣
1

αk

)] 1
2

|ak,p| 6

6 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· MR (An,m) .

Утверждение теоремы о случае реализации равенства в (3.1.44) про-
веряется непосредственно. Теорема доказана.
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3.1.4. Некоторые следствия. Теорема 3.1.1 имеет довольно
общий характер, поэтому приведем ряд ее следствий.

Следствие 3.1.1. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (2R)nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

·
m∏

p=1

M (p)

(
1

R
An,m

)
,

где M (p)(An,m) определено формулой (2.2.6). Знак равенства в этом
неравенстве достигается тогда и только тогда, когда точки ak,p

и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m. Угловые параме-

тры и коэффициенты смещения определены соотношениями (2.2.2),
(2.2.13).

Доказательство. Из равенства (2.2.10) получаем

MR(An,m) = RnmM

(
1

R
An,m

)
=

= Rnm
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2 ∣∣∣ak,p

R

∣∣∣ =

= Rnm
m∏

p=1

M (p)

(
1

R
An,m

)
.
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Отсюда и из теоремы 3.1.1 непосредственно следует утверждение
следствия 3.1.1.

Следствие 3.1.2. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6


2

(
n∏

k=1

m∏

p=1

|ak,p|
) 1

nm




nm

·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.3. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4

n

)nm

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· MR(An,m).
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Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.3 вытекает из утверждения теоремы 3.1.1 ввиду

очевидного неравенства
n∏

k=1

αk 6
(

2
n

)n
.

Следствие 3.1.4. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
2

m

)nm

·
(

n∏

k=1

αk

)m

· MR(An,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.4 вытекает из утверждения теоремы 3.1.1 вслед-
ствие неравенства µk(R) 6 m−2m, k = 1, n.

Следствие 3.1.5. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
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An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4

nm

)nm

· MR(An,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.6. Пусть фиксированы R ∈ R+, n,m ∈ N и
n > 3. Тогда, каковы бы ни были (n,m)-лучевая система точек
An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и произвольная система взаим-
но непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4R

nm

)nm

· M
(

1

R
An,m

)
.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.6 вытекает из следствия 3.1.5, если учесть соотно-
шение (2.2.10). Приведем следствие теоремы 3.1.1 иного рода. Такие
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результаты весьма полезны при решении некоторых экстремальных
задач.

Следствие 3.1.7. Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
всякой (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n, p =

1,m, такой, что M
(

1
RAn,m

)
= M(A

(1)
n,m), и любой системы попарно

непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m,
справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (2R)nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· M(A(1)
n,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap B̃k,p\Bk,p = 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.8. Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для вся-
кой (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m,

такой, что MR(An,m) = RnmM(A
(1)
n,m), и любой системы попарно

непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m,
справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4R

nm

)nm

· M(A(1)
n,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
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тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.9. Пусть n,m, q ∈ N, n > 3, m = 2q, R ∈ R+. То-
гда для произвольной (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p},
|ak,p| = R2|(ak,l)|−1, p + l = m + 1, k = 1, n, p = 1,m, и любой си-
стемы попарно непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C,
k = 1, n, p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 (2R)nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

×

×
q∏

p=1

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)]
.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Доказательство. Учитывая равенства

∣∣∣ak,p

R

∣∣∣ ·
∣∣∣ak,m+1−p

R

∣∣∣ = 1, k = 1, n, p = 1, q



120 Глава3 Экстремальные задачи для (n,m)-лучевых систем ...

и χ(t) = χ(t−1), t ∈ R+, приходим к соотношению

m∏

p=1

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

=

=

q∏

p=1

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)
×

×χ

(∣∣∣ak,m+1−p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,m+1−p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

=

=

q∏

p=1

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)]
.

Отсюда и из следствия 3.1.2, с учетом равенства
n∏

k=1

m∏
p=1

|ak,p| = Rnm,

получаем требуемое утверждение.

Следствие 3.1.10. Пусть n,m, q ∈ N, n > 3, m = 2q, R ∈ R+.
Тогда для всякой (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p},
|ak,p| = R2

|ak,s| , s + p = m + 1, k = 1, n, p = 1,m, такой, что

M
(

1
RAn,m

)
= M(A

(1)
n,m), и каждой системы попарно непересекаю-

щихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, справе-
дливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4R

nm

)nm

·
q∏

p=1

[
n∏

k=1

χ
(
|a(1)

k,p|
n
2

)]2

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p, s = 1,m.
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Доказательство. Не трудно заметить, что

M(A(1)
n,m) =

n∏

k=1

m∏

p=1

χ
(
|a(1)

k,p|
n
2

)
=

q∏

p=1

[
n∏

k=1

χ
(
|a(1)

k,p|
n
2

)]2

.

Отсюда и из следствия 3.1.8 получаем требуемое утверждение. При
m = 2 из следствия 3.1.9 получаем утверждение

Следствие 3.1.11. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для

всякой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, |ak,1| = R2

|ak,2| ,

k = 1, n, p = 1,m, такой, что M
(

1
RAn,2

)
= M(A

(1)
n,2), и каждой

системы попарно непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂
C, k = 1, n, p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

r (Bk,1, ak,1) r (Bk,2, ak,2) 6

6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

·
(

n∏

k=1

χ
(
|a(1)

k,p|
n
2

))2

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда ak,p и B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, являются, соответ-
ственно, полюсами и круговыми областями квадратичного диффе-
ренциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2
(
wn − (

√
2 − 1)2Rn

)2 (
wn − (

√
2 + 1)2Rn

)2 dw2.

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1, 2.

Доказательство. Неравенство следствия 3.1.11 получено не-

посредственно из следствия 3.1.9. Далее, так как R · A(1)
n,m является

системой всех полюсов квадратичного дифференциала (3.1.2), то при

m = 2 получаем, что R · A(1)
n,2 представляет набор всех полюсов ква-

дратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2

(w2n − 6Rnwn + R2n)2
dw2.
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Отсюда и из утверждения теоремы 3.1.1 о знаке равенства в (3.1.1)
следует, что знак равенства в неравенстве следствия 3.1.11 достига-
ется только тогда, когда ak,p и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются,
соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2

(wn − (
√

2 − 1)2Rn)(wn − (
√

2 + 1)2Rn)2
dw2.

Следствие 3.1.11 существенно обобщает теорему 2.3.10 при ρ = (
√

2−
1)R.

Сформулируем теперь некоторое обобщение известной задачи
Е.Г. Емельянова о двух окружностях [117]. Пусть n,m ∈ N, n > 3,
R ∈ R+. Найти величину

max
An,m∈A

(1)
n,m

max
B∈B(An,m)

n∏

k=1

m∏

p=1

r(B, ak,p),

где B(An,m) — совокупность всех открытых множеств, удовлетворя-

ющих первому условию неналегания относительно An,m, а A
(1)
n,m —

множество всех (n,m)-лучевых систем An,m, расположенных на m
концентрических окружностях с центром в нуле (то есть, |ak,p| не
зависит от k = 1, n при каждом p = 1,m) и таких, что M

(
1
RAn,m

)
=

M(A
(1)
n,m). (Указанные окружности, вообще говоря, не фиксирова-

ны.)

Следствие 3.1.12. Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
всякой (n,m)-лучевой системы точек, расположенной на m концен-
трических окружностях с центром в нуле (то есть, |ak,p| не за-

висит от k, k = 1, n, p = 1,m, такой, что
m∏

p=1
M (p)

(
1
RAn,m

)
=

M(A
(1)
n,m), и произвольной системы попарно непересекающихся обла-

стей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m, выполняется неравен-
ство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4R

nm

)nm

· M(A(1)
n,m).
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Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Следствие 3.1.12 непосредственно вытекает из теоремы 3.1.1 и
следствия 3.1.8. Следствие 3.1.12 обобщает известный результат
Е.Г. Емельянова [117] на случай m "свободных" окружностей. Пола-
гая в следствии 3.1.1 m = 1 и M

(
1
RAn,1

)
= M(R−1An) = 1, получаем

следующее утверждение.

Следствие 3.1.13. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
любой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, M
(

1
RAn

)
= 1, и

любого набора попарно непересекающихся областей {Bk}n
k=1, ak ∈

Bk, k = 1, n, выполняется неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (2R)n ·
(

n∏

k=1

αk

)
·
(

n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

.

Знак равенства здесь достигается тогда и только тогда, когда ak

и области B̃k, k = 1, n, являются, соответственно, полюсами и
круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(Rn − wn)2
dw2,

и capB̃k\Bk = 0, k = 1, n. (Угловые параметры и коэффициенты
смещения определены соотношениями (2.2.2), (2.2.13).)

Полагая в следствии 3.1.13 R = 1 и используя неравенство
µk(R) 6 1, k = 1, n, получаем такой результат.

Следствие 3.1.14. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для любой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, M(An) = 1, и произвольного
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набора попарно непересекающихся областей {Bk}n
k=1, ak ∈ Bk, k =

1, n, выполняется неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 2n ·
n∏

k=1

αk,

причем, знак равенства достигается в том и только том случае,
когда ak и B̃k, k = 1, n, есть, соответственно, полюсы и круговые
области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(1 − wn)2
dw2,

и capB̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Следствие 3.1.14 обобщает лемму 3.1.2.

Следствие 3.1.15. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для любой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, M(An) = 1, и произвольного
набора попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈ Bk, k =
1, n, справедливо неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
4

n

)n

,

причем, знак равенства достигается тогда и только тогда, когда
ak и B̃k, k = 1, n, есть, соответственно, полюсы и круговые обла-
сти квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(1 − wn)2
dw2,

и capB̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Следствие 3.1.15 усиливает теорему 2.3.8. Аналогично предыду-
щему, получаем из теоремы 3.1.3 следующие утверждения.

Следствие 3.1.16. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для
произвольной (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, и лю-
бого открытого множества D, An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
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первому условию неналегания относительно системы An,m, выпол-
няется неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p) 6

(
4R

nm

)nm

· M
(

1

R
An,m

)
.

Знак равенства здесь достигается, в частности, когда ak,p, k =
1, n, p = 1,m, и D являются, соответственно, полюсами и объеди-
нением круговых областей квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m

]2 dw2.

Следствие 3.1.17. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что M(An) = 1, и
любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
первому условию неналегания относительно системы An, выполня-
ется неравенство

n∏

k=1

r (D, ak) 6 2n ·
n∏

k=1

αk,

причем, знак равенства достигается, в частности, когда ak, k =
1, n, и D являются, соответственно, полюсами и объединением
круговых областей квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствие 3.1.18. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что M(An) = 1, и
любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
первому условию неналегания относительно системы An, справе-
дливо неравенство

n∏

k=1

r (D, ak) 6

(
4

n

)n

,
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причем, знак равенства достигается, в частности, когда ak, k =
1, n, и D являются, соответственно, полюсами и объединением
круговых областей квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствия 3.1.17 и 3.1.18 значительно обобщают известные ре-
зультаты В.Н. Дубинина [109,110].

В качестве приложения теоремы 3.1.1 получаем некоторые оцен-
ки для систем областей, лежащих в круге UR = {w : |w| < R},
R ∈ R+.

Следствие 3.1.19. Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
произвольной (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, |ak,p| <
R, k = 1, n, p = 1,m, и любой системы попарно непересекающихся
областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ UR, k = 1, n, p = 1,m, справедливо
неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
1

m

)nm

·
(

n∏

k=1

αk

)m n∏

k=1

m∏

p=1

|ak,p|×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

[
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)] 1
2

.

Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда ak,p и

области B̃k,p,k = 1, n, p = 1,m, являются лежащими в UR, со-
ответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)4m−2

[
(R

n
2 − iw

n
2 )4m + (R

n
2 + iw

n
2 )4m

]2 dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0 при всех k = 1, n, p = 1,m.

Доказательство. Образуем (n, 2m)-лучевую систему An,2m =
{ak,p}, ak,p = R2(ak,l)

−1, p + l = 2m + 1, k = 1, n, p = 1, 2m, и
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систему областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p, Bk,p симметрична области Bk,l,
k + l = 2m + 1, k = 1, n, p = 1, 2m. В силу следствия 2.1.9 имеем

n∏

k=1

2m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 (2R)2nm

(
n∏

k=1

αk

)2m (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

×

×
m∏

p=1

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)]
.

С другой стороны, с учетом равенства r(Bk,2m+1−p, ak,2m+1−p) =

r(Bk,p, ak,p) · R2

|ak,p|2 , получаем

n∏

k=1

2m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) =

[
n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p)

]2

·R2nm

[
n∏

k=1

m∏

p=1

|ak,p|
]−2

.

Отсюда следует неравенство

n∏

k=1

2m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) =

=

[
n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p)

]2

· R2nm ·
[

n∏

k=1

m∏

p=1

|ak,p|
]−2

6

6 (2R)2nm

(
1

2m

)2nm
(

n∏

k=1

αk

)2m

×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)
.

Тогда

[
n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p)

]2

6

(
2

2m

)2nm
(

n∏

k=1

αk

)2m

×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk

)
χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
1

αk−1

)
·
[

n∏

k=1

m∏

p=1

|ak,p|
]2

=
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=

(
1

m

)2nm
(

n∏

k=1

αk

)2m

[MR(An,m)]
2
.

Извлекая квадратный корень из обеих частей неравенства, получаем

n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6

(
1

m

)nm
(

n∏

k=1

αk

)m

· MR(An,m).

Утверждение о знаке равенства вытекает из аналогичного утвержде-
ния следствия 3.1.9.

Полагая в следствии 3.1.19 m = 1, получаем следующее утвер-
ждение.

Следствие 3.1.20. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
произвольной n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, |ak| < R, и
любой системы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈
Bk ⊂ UR, k = 1, n, выполняется неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
n∏

k=1

αk

)
· MR(An).

Равенство здесь реализуется только тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n,
являются лежащими в UR, соответственно, полюсами и круго-
выми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2
[
wn − (

√
2 − 1)2Rn

]2 [
wn − (

√
2 + 1)2Rn

]2 dw2.

Следствие 3.1.21. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
любой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 ⊂ UR, M
(

1
RAn

)
=

M (1)(A
(1)
n,2), и любой системы попарно непересекающихся областей

{Bk}n
k=1, ak ∈ Bk ⊂ UR, k = 1, n, справедливо неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
n∏

k=1

αk

)
· Rn · M (1)(A

(1)
n,2).
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Знак равенства в этом неравенстве реализуется тогда и только
тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются лежащими в UR, со-
ответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2
(
wn − (

√
2 − 1)2Rn

)2 (
wn − (

√
2 + 1)2Rn

)2 dw2,

и cap
(
B̃k\Bk

)
= 0 при всех k = 1, n.

Следствие 3.1.21 дает существенное усиление и обобщение теоре-

мы 2.3.9 при ρ1 = (
√

2 − 1)R. Используя неравенство

(
n∏

k=1

αk

)
6

(
2
n

)n
, получаем из 3.1.21 следующий результат.

Следствие 3.1.22. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
любой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 ⊂ UR, M
(

1
RAn

)
=

M (1)(A
(1)
n,2), и любой системы попарно непересекающихся областей

{Bk}n
k=1, ak ∈ Bk ⊂ UR, k = 1, n, выполняется неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
2R

n

)n

· M (1)(A
(1)
n,2)

Знак равенства в этом неравенстве реализуется тогда и только
тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются лежащими в UR, со-
ответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2
(
wn − (

√
2 − 1)2Rn

)2 (
wn − (

√
2 + 1)2Rn

)2 dw2.

и cap
(
B̃k\Bk

)
= 0 при всех k = 1, n.

В качестве приложения теоремы 3.1.1 получим результат об иска-
жении для однолистных функций. Ранее результаты такого типа
были получены в [110, 112]. Пусть S∗ обозначает класс всех одно-
листных и регулярных функций f(z) в круге U , f(0) = 1− f ′(0) = 0,
отображающих U на области, звездообразные относительно начала
координат.
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Теорема 3.1.4. Пусть n > 3, ρ ∈ (0, 1), R ∈ R+, zk =
exp i2π

n (k − 1), k = 1, n + 1. Тогда, для каждой функции f ∈ S∗ спра-
ведливо неравенство

n∏

k=1

|f ′(zk)| 6

6

(n

2

)n
(

R

ρ
· 1 + ρn

1 − ρn

)n
(

n∏

k=1

αk

) (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· M
({

f(zk)

R

}n

k=1

)
,

где αk = 1
π arg f(zk+1)

f(zk) , µk(R) определены в (2.2.13) для An =

{f(zk)}n
k=1. Знак равенства в последнем неравенстве достигается

для функции f(z) = z

(1−zn)
2
n

и R = ρ

(1−ρn)
2
n

.

Доказательство. Рассмотрим n-лучевую систему точек An =
{f(zk)}n

k=1 и набор секторов ∆k = {w ∈ U :
∣∣arg w − 2π

n (k − 1)
∣∣ < π

n},
∆k+1 := ∆1, k = 1, n. Области f(∆k) =: Bk, f(zk) ∈ Bk, k = 1, n + 1,
образуют систему неналегающих областей. Тогда, в силу теоремы
3.1.1, получаем

n∏

k=1

r (Bk, f(zk)) 6 (2R)n

(
n∏

k=1

αk

) (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· M
(

1

R
An

)
.

Области Bk, k = 1, n, суть односвязные области, поэтому
r (Bk, f(zk)) = |f ′(zk)| · |ϕ′

k(0)|, где z = ϕk(ζ) – однолистное и кон-
формное отображение U на ∆k, k = 1, n, ϕk(0) = zk, ϕ′

k(0) > 0.

Известно [117], что |ϕ′
k(0)| =

(
4ρ
n · 1−ρn

1+ρn

)
.Отсюда получаем

n∏

k=1

|f ′(zk)| 6

6

(n

2

)n
(

ρ
1 − ρn

1 + ρn

)−n

· Rn

(
n∏

k=1

αk

) (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· M
(

1

R
An

)
.

Знак равенства в этом неравенстве реализуется, когда f(z) =
z

(1−zn)
2
n

и R = f(ρ) = ρ

(1−ρn)
2
n

.
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Учитывая неравенства

(
n∏

k=1

αk

)
6

(
2
n

)n
, µk(R) 6 1, k = 1, n

получаем такое утверждение.

Следствие 3.1.23. При условиях теоремы 3.1.4 справедливо не-
равенство

n∏

k=1

|f ′(zk)| 6

(
R

ρ
· 1 + ρn

1 − ρn

)n

· M
({

f(zk)

R

}n

k=1

)
,

равенство в котором достигается для f(z) = z

(1−zn)
2
n

и R =
ρ

(1−ρn)
2
n

.

Для функций f ∈ S∗, удовлетворяющих условию
M

(
{R−1f(zk)}n

k=1

)
6 1, где R = ρ

(1−ρn)
2
n

, получаем следующий

результат.

Следствие 3.1.24. Пусть n ∈ N, n > 3, ρ ∈ (0, 1), zk =

exp i2π
n (k − 1), k = 1, n + 1, R0 = ρ(1 − ρn)−

2
n . Тогда для функций

f ∈ S∗ таких, что M
(
{R−1

0 f(zk)}n
k=1

)
6 1, справедливо неравен-

ство
n∏

k=1

|f ′(zk)| 6
(1 + ρn)n

(1 − ρn)n+2
,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается для фун-
кции f(z) = z(1 − zn)−

2
n .

Приведем еще один результат, вытекающий из теоремы 3.1.3.

Следствие 3.1.25. Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для
произвольной (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n,

p = 1,m, такой, что MR(An,m) = MR(A
(1)
n,m), и любого открытого

множества D, An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего первому условию
неналегания относительно системы An,m, выполняется неравен-
ство

∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

n∏

k=1

m∏

p=1

r(D(1), a
(1)
k,p)

r(D, ak,p)
,

где D(1) — объединение всех круговых областей квадратичного диф-

ференциала (3.1.2), A
(1)
n,m = {a(1)

k,p} — система полюсов (3.1.2).
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Следствие 3.1.26 [36]. Пусть n,m ∈ N, n > 3. Тогда для
каждой (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, и любого набора взаимно непересекающихся областей
{Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, справедливо неравен-
ство

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R1(An,m))
nm·

(
n∏

k=1

αk

)m (
n∏

k=1

µk

) 1
2

·M(A(1)
n,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn
1 + wn)2m−2

[
(R

n
2
1 − iw

n
2 )2m + (R

n
2
1 + iw

n
2 )2m

]2 dw2

и cap B̃k,p\Bk,p = 0, k = 1, n, p = 1,m. (Величины R1(An,m) и µk

определены в (2.2.7) и (2.2.14)).

Доказательство. При R = R1 = 1 утверждения следствия
3.1.7 и следствия 3.1.26 совпадают. Если же R1 = R1(An,m) 6= 1, то
из формул (3.1.12) при R = 1 и (2.2.7) получаем

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 2nm ·
(

n∏

k=1

αk

)m (
n∏

k=1

µk

) 1
2

· M(An,m) =

= (2R1)
nm ·

(
n∏

k=1

αk

)m (
n∏

k=1

µk

) 1
2

· M(A(1)
n,m) 6

6 (2R1)
nm ·

(
2

n

)nm (
1

m

)nm

· M(A(1)
n,m) =

n∏

k=1

m∏

p=1

r
(
B

(1)
k,p, b

(1)
k,p

)
,

где b
(1)
k,p и B

(1)
k,p, k = 1, n, p = 1,m, — полюсы и круговые области ква-

дратичного дифференциала (3.1.2) при R = R1. В этой цепочке нера-

венств использованы неравенства
n∏

k=1

αk 6
(

2
n

)n
, причем равенство
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реализуется только для равнолучевых систем точек и µk 6
(

1
m

)2m
,

k = 1, n. Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда

точки ω
(s)
k,p(R1) являются полюсами квадратичного дифференциала

(3.1.21). Отсюда следует утверждение следствия 3.1.26.

Из теоремы 3.1.1 для систем однолистных функций непосред-
ственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.1.27 Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+, An,m =
{ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, — (n,m)-лучевая система точек, {Bk,p},
ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m, — набор попарно непересекающихся
односвязных областей и {fk,p}, k = 1, n, p = 1,m, — набор функций,
регулярных (за исключением, возможно, одной, которая является
мероморфной) и однолистных в U = {z : |z| < 1} таких, что w =
fk,p(z), ak,p = fk,p(0), Bk,p = fk,p(U). Тогда справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

|f ′
k,p(0)| 6 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· MR(An,m).

Равенство в этом неравенстве достигается тогда и только то-
гда, когда fk,p(0) и fk,p(U) для всех k = 1, n и p = 1,m являются,
соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[(R
n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m]2

dw2.

В свою очередь, следствие 3.1.27 позволяет получить решение
такой экстремальной задачи.

Следствие 3.1.28 Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+, An,m =
{ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, — (n,m)-лучевая система точек,

MR(An,m) = RnmM(A
(1)
n,m), {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m,

— набор попарно непересекающихся односвязных областей и {fk,p},
k = 1, n, p = 1,m, — набор функций, регулярных (за исключением,
возможно, одной, которая является мероморфной) и однолистных
в U таких, что w = fk,p(z), ak,p = fk,p(0), Bk,p = fk,p(U). Тогда
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справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

|f ′
k,p(0)| 6 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m (
n∏

k=1

µk(R)

) 1
2

· MR(A(1)
n,m),

причем знак равенства реализуется тогда и только тогда, когда
ak,p и Bk,p для всех k = 1, n и p = 1,m являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−2

[(R
n
2 − iw

n
2 )2m + (R

n
2 + iw

n
2 )2m]2

dw2.

Из следствия 3.1.19 для систем ограниченных однолистных фун-
кций вытекает утверждение.

Следствие 3.1.29 Пусть n,m ∈ N, n > 3, R ∈ R+, An,m =
{ak,p}, |ak,p| < R, k = 1, n, p = 1,m, — (n,m)-лучевая система
точек такая, что

M

(
1

R
An,m

)
=

m∏

p=1

M (p)(A
(1)
n,2m),

{fk,p}, k = 1, n, p = 1,m, — набор регулярных и однолистных в U
функций таких, что fk,p(U) ⊂ UR, fk,p(U)

⋂
fq,l(U) = ∅ при всех

(k, p) 6= (q, l), ak,p = fk,p(0), k, q = 1, n, p, l = 1,m. Тогда выполняе-
тся неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

|f ′
k,p(0)| 6

6

(
R

m

)nm
(

n∏

k=1

αk

)m m∏

p=1

M (p)(A
(1)
n,2m),

причем знак равенства в этом неравенстве достигается при тех
же условиях, что и в следствии 3.1.19.

Следует также отметить следствия из теоремы 3.1.1 при R = 1.

Следствие 3.1.30. Пусть n,m ∈ N, n > 3. Тогда для всякой
(n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и
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произвольной системы взаимно непересекающихся областей {Bk,p},
ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk

) 1
2

· M(An,m).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда точки ak,p и области Bk,p, k = 1, n, p = 1,m, являю-
тся, соответственно полюсами и круговыми областями квадрати-
чного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)2m−2

[
(1 − iw

n
2 )2m + (1 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap B̃k,p\Bk,p = 0 при всех k = 1, n, p = 1,m. (Угловые параметры
αk и величины µk определены соотношениями (2.2.2) и (2.2.14).)

Следствие 3.1.31 [30, 36]. Пусть n,m ∈ N, n > 3. Тогда для
всякой (n,m)-лучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n, p =

1,m, такой, что M
(

1
RAn,m

)
= M(A

(1)
n,m), и произвольной системы

попарно непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k =
1, n, p = 1,m, справедливо неравенство

n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 2nm

(
n∏

k=1

αk

)m

·
(

n∏

k=1

µk

) 1
2

· M(A(1)
n,m).

Знак равенства здесь достигается тогда и только тогда, когда то-
чки ak,p и области Bk,p, k = 1, n, p = 1,m, являются, соответ-
ственно полюсами и круговыми областями квадратичного диффе-
ренциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)2m−2

[
(1 − iw

n
2 )2m + (1 + iw

n
2 )2m

]2 dw2,

и cap B̃k,p\Bk,p = 0, k = 1, n, p = 1,m.
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3.2 Оценки функционалов второго типа для
равнолучевых систем

3.2.1. Оценки функционалов второго типа для систем
неналегающих областей.

Теорема 3.2.1. [41] Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для
любой (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, и любого набора произвольных взаимно непересекающи-
хся областей B0, {Bk,p}, 0 ∈ B0, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1,m,
справедливо неравенство

[r (B0, 0)]
n2

4

n,m∏

k,p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(3.2.1)

6

(
8

n(2m + 1)

)nm (
2

2m + 1

)n
2

· R(n
2 )

2

MR(An,m).

Знак равенства в (3.2.1) достигается тогда и только тогда, когда

0, {ak,p} и B0, {B̃k,p}, k = 1, n, p = 1,m, являются, соответствен-
но, полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциа-
ла

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−1

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+1 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+1

]2 dw2. (3.2.2)

Доказательство. Как и в предыдущем пункте, к области B0

в точке w = 0 применимо разделяющее преобразование относи-
тельно семейства функций (2.2.12) и системы областей {P 0

k }. К ка-
ждой области Bk0,p, p = 1,m, применяем разделяющее преобра-

зование относительно системы функций
{

ζ
(R)
k0−1, ζ

(R)
k0

}
, k0 = 1, n,

ζ
(R)
0 = ζ

(R)
n . Результатом разделяющего преобразования области B0 в

точке w = 0 является семейство
{

Ω
(k)
0 (R)

}n

k=1
, 0 ∈ Ω

(k)
0 (R), k = 1, n.

Пара областей Ω
(2)
k−1,p(R) и Ω

(1)
k,p(R) являются результатом разделя-

ющего преобразования области Bk,p относительно точки ak,p. Про-

цедура получения областей Ω
(s)
k,p(R) и Ω

(k)
0 (R), k = 1, n, p = 1,m,



3.2 Оценки функционалов второго типа для равнолучевых ... 137

такая же, как и при доказательстве теоремы 3.1.1. Очевидно, что

ω
(s)
k,p ∈ Ω

(s)
k,p при всех k = 1, n, p = 1,m, s = 1, 2. С учетом соотноше-

ний (3.1.5), (3.1.6) неравенство (3.1.8) леммы 3.1.1 при σ = n2

4 , δ = 0,
γk,p = 1, k = 1, n, p = 1,m, дает оценку

r
n2

4 (B0, 0)

n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6

6 2−
n
2 · R n2

4

n∏

k=1

[
r(Ω

(k)
0 (R), 1)

] 2
n2

(
2

n

)nm n∏

k=1

m∏

p=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
n
2

)
|ak,p|×

×
n∏

k=1

{
m∏

p=1

2∏

s=1

r
(
Ω

(s)
k,p(R), ω

(s)
k,p(R)

)} 1
2

= (3.2.3)

= 2−
n
2

(
2

n

)nm

· R n2

4

n∏

k=1

m∏

p=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
n
2

)
|ak,p|×

×
n∏

k=1

{
r(Ω

(k)
0 (R), 1)

m∏

p=1

2∏

s=1

r
(
Ω

(s)
k,p(R), ω

(s)
k,p(R)

)} 1
2

.

Знак равенства в (3.2.3) достигается тогда и только тогда, когда в
(3.1.5), (3.1.6) реализуется знак равенства при всех k = 1, n, p = 1,m.
Из неравенства (3.1.9) леммы 3.1.2 получаем соотношения

r(Ω
(k)
0 (R), 1)

m∏

p=1

2∏

s=1

r
(
Ω

(s)
k,p(R), ω

(s)
k,p(R)

)
6

(
2

2m + 1

)2m+1

· 22m+1,

(3.2.4)
знак равенства в (3.2.4) реализуется тогда и только тогда, когда то-

чки 1, ω
(s)
k,p(R) и области Ω̃

(s)
k,p(R), Ω̃

(k)
0 (R) являються, соответственно,

полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(ζ)dζ2 =
ζ2m−1

(1 − ζ2m+1)2
dζ2. (3.2.5)

Сопоставляя неравенства (3.2.3) и (3.2.4) получаем следующую
оценку

r
n2

4 (B0, 0)
n∏

k=1

m∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6
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6 2−
n
2

(
2

n

)nm

·R n2

4 ·MR(An,m) ·2n(2m+1)
2

(
2

2m + 1

)n(2m+1)
2

= (3.2.6)

=

(
8

n(2m + 1)

)nm

·
(

2

2m + 1

)n
2

· R n2

4 · MR(An,m).

Знак равенства в (3.2.6) достигается только при одновременной реа-
лизации равенства во всех неравенствах (3.1.5), (3.1.6), (3.2.4). Кру-
говыми областями квадратичного дифференциала (3.2.5) являются
области

̂̂
Dp =

{
ζ ∈ C :

π

2m + 1
(2k − 3) < arg ζ <

π

2m + 1
(2k − 1)

}
,

p = 1, 2m + 1.

Положим
̂̂
∆p = U

⋂ ̂̂
Dp, p = 1, 2m + 1. Секторы

̂̂
∆p и

̂̂
∆q симметри-

чны друг другу относительно вещественной оси, если p+ q = 2m+3,

p, q > 2, а сектор
̂̂
∆1 обладает симметрией относительно веществен-

ной оси. С учетом (3.1.17) и условий теоремы 3.2.1 функции

̂̂wk(ζ) = R · ei 2π
n

(k−1)

(
i
1 − ζ

1 + ζ

) 2
n

, k = 1, n

реализуют конформное отображение круга U на P
(0)
k . Кроме того, в

случае реализации равенства в (3.2.6) совершенно очевидно, что

B̃k,p

⋂
P

(0)
k = ̂̂wk

(
̂̂
∆p+1

)
, B̃k+1,p

⋂
P

(0)
k = ̂̂wk

(
̂̂
∆2m+2−p

)
,

B̃0

⋂
P

(0)
k = ̂̂wk

(
̂̂
∆1

)
, p = 1,m, k = 1, n, Bn+1,p := B1,p.

Кроме того, в случае реализации равенства, аналогично рассужде-
ниям, сделанным при доказательстве теоремы 3.1.1, получаем

r(Bk,p, ak,p) = r(B̃k,p, ak,p),

r(B0, 0) = r(B̃0, 0), k = 1, n, p = 1,m.
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Отсюда следует, что

gB0
(w, 0) = log

1

|w| + log r(B0, 0) + o(1), w → 0,

gB̃0
(w, 0) = log

1

|w| + log r(B̃0, 0) + o(1), w → 0.

Тогда на множестве всех регулярных точек на ∂B0 выполняется не-
равенство

h0(w) = gB̃0
(w, 0) − gB0

(w, 0) > 0.

Ввиду того, что h0(w) — гармонична в B0 и h0(0) = 0, можем во-
спользоваться обобщенным принципом максимума для гармониче-
ских функций. Получаем тождество h0(w) ≡ 0, и следовательно,

gB̃0
(w, 0) ≡ gB0

(w, 0). Отсюда вытекает, что cap B̃0\B0 = 0. Для

областей Bk,p, k = 1, n, p = 1,m, рассуждения аналогичны приве-
денным в доказательстве теоремы 3.1.1. Траектории квадратичного
дифференциала (3.2.5) при отображении

ζ =
R

n
2 + iw

n
2

R
n
2 − iw

n
2

преобразуются в траектории квадратичного дифференциала (3.2.2).
Таким образом, в случае реализации знака равенства в (3.2.6) полу-
чаем, что точки ak,p, k = 1, n, p = 1,m, и w = 0 образуют систему

полюсов, а соответственно, области B̃0, B̃k,p, k = 1, n, p = 1,m, —
систему круговых областей квадратичного дифференциала (3.2.2).
Теорема 3.2.1 доказана.

3.2.2. Оценки функционалов второго типа для
открытых множеств.

Теорема 3.2.2. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, и любого открытого множества D, {0}⋃

An,m ⊂
D ⊂ C, удовлетворяющего второму условию неналегания относи-
тельно системы An,m, справедливо неравенство

[r(D, 0)]
( n

2 )2
n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p) ·
n∏

k=1

m∏

p=1

expngD(0, ak,p)×
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×
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6 (3.2.7)

6

(
8

n(2m + 1)

)nm

·
(

2

2m + 1

)n
2

· R n2

4 · MR (An,m) ,

знак равенства в котором достигается,в частности, когда
{0}⋃

An,m и D есть, соответственно, совокупность всех полюсов
и объединение всех круговых областей квадратичного дифференциа-
ла (3.2.24).

Доказательство. Очевидно, что область D обладает функци-
ей Грина (вообще говоря обобщенной). Рассмотрим множества

E0 = C\D; U t = {w ∈ C : |w| 6 t} ,

Ek,p(t) = {w ∈ C : |w − ak,p| 6 t} , k = 1, n, p = 1,m.

При достаточно малых t ∈ R+ определим конденсатор как упорядо-
ченную совокупность непересекающихся непустых замкнутых мно-
жеств

Ĉ (t, D, An,m) =
{
E0, U t, E1,1(t), E1,2(t), . . . , En,m(t)

}
, (3.2.8)

с предписанными значениями 0,
(

n
2

)
, 1, 1, . . . , 1. Емкостью конденса-

тора Ĉ (t, D, An,m) называется величина (см. [110,112])

cap Ĉ (t, D, An,m) = inf

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy,

где нижняя грань берется по множеству всех вещественных, непре-
рывных и липшицевых в C функций G = G(z) таких, что G = 0 в

окрестности множества E0, G
∣∣∣
Ut

= n
2 , G

∣∣∣
Ek,p(t)

= 1, k = 1, n, p = 1,m.

Величина, обратная емкости конденсатора C, называется модулем
этого конденсатора

| C |= [capC]
−1

(3.2.9)

Рассмотрим конденсаторы (t < R)

̂
C

(R)
l (t, D, An,m) =

(
E

(l)
0 (R), E

(l)
1 (t, R), El,1(t, R), . . . , El,m(t, R),
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El+1,1(t, R), El+1,2(t, R), . . . , El+1,m(t, R)
)
, (3.2.10)

где

E
(l)
0 (R) = ζ

(R)
l

(
E0

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
E0

⋂
P

0

l (An,m)
)]∗

,

E
(l)
1 (t, R) = ζ

(R)
l

(
U t

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
U t

⋂
P 0

l (An,m)
)]∗

,

Ek,p(t, R) = ζ
(R)
l

(
Ek,p(t)

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
Ek,p(t)

⋂
P 0

l (An,m)
)]∗

,

(3.2.11)

k = l, l + 1, l = 1, n, p = 1,m, ζ = ζ
(R)
l — функция (2.2.12),

P 0(An,m) =
{
P 0

k (An,m)
}n

k=1
— система углов, введеная в п. 2.2, [A]∗ ={

w ∈ C : 1
w ∈ A

}
∀A ⊂ C. Таким образом, при разделяющем пре-

образовании конденсатора Ĉ (t, D, An,m), ему сопоставляется набор

конденсаторов

{
̂
C

(R)
l (t, D, An,m)

}n

l=1

, симметричных относительно

∂U = {w : |w| = 1}. Каждому конденсатору
̂
C

(R)
l (t, D, An,m),

l = 1, n, при достаточно малых t ∈ R+, t < R сопоставляем класс
Vl — всех вещественных, непрерывных и липшицевых в C функций

G = G(z) таких, что G = 0 в окрестности множества E
(l)
0 (t, R),

G
∣∣∣
E

(l)
1 (t,R)

= n
2 , G

∣∣∣
E

(l)
k,p

(t,R)
= 1, k = 1, n, p = 1,m. Применяя разде-

ляющее преобразование [110,112], получаем неравенство

cap Ĉ (t,D,An,m) >
1

2

n∑

k=1

cap
̂
C

(R)
k (t,D,An,m) . (3.2.12)

Отсюда следует, что

|Ĉ (t,D,An,m) | 6 2

(
n∑

l=1

|̂C(R)
l (t,D,An,m) |−1

)−1

. (3.2.13)

Из теоремы 1 [111] вытекает асимптотика модуля Ĉ (t,D,An,m),
аналогичная формуле (3.1.37)

|Ĉ (t,D,An,m) | =
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=
1

2π

(
4

n2 + 4nm

)
log

1

t
+ M̂(D,An,m) + o(1), t → 0, (3.2.14)

где
M̂(D,An,m) =

=
1

2π

(
4

n2 + 4nm

)2
[

n∑

k=1

m∑

p=1

log r(D, ak,p) +
n2

4
log r(D, 0)+

+

n∑

k=1

m∑

p=1

ngD(0, ak,p) +
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)


 . (3.2.15)

Используя формулы (3.1.3), (3.1.4) и тот факт, что D удовле-
творяет второму условию неналегания относительно системы An,m,
получим асимптотические соотношения для модулей конденсаторов

Ĉ
(R)
l (t,D,An,m), l = 1, n

|̂C(R)
l (t,D,An,m) | =

=
1

2π

(
2

n + 4m

)
log

1

t
+

̂
M

(R)
l (D,An,m) + o(1), t → 0, (3.2.16)

где
̂
M

(R)
l (D,An,m) =

=
1

2π

(
2

n + 4m

)2

log

r
(
Ω

(l)
0 (R), 1

)

(
2

R
n
2

) + (3.2.17)

+
m∑

p=1

log
r
(
Ω

(1)
l,p (R), ω

(1)
l,p (R)

)
· r

(
Ω

(2)
l,p (R), ω

(2)
l,p (R)

)

{[
αlχ

(
| al,p

R |
1

αl

)
|al,p|

] [
αlχ

(
| al+1,p

R |
1

αl

)
|al+1,p|

]}−1


 , l = 1, n.

Из равенства (3.2.16), при t → 0, получаем

|̂C(R)
l (t,D,An,m) | =
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=
π(n + 4m)

log 1
t

(
1 +

π(n + 4m)

log 1
t

̂
M

(R)
l (D,An,m) + o

(
1

log 1
t

))−1

=

=
π(n + 4m)

log 1
t

−
(

π(n + 4m)

log 1
t

)2
̂
M

(R)
l (D,An,m) + o

((
1

log 1
t

)2
)

.

(3.2.18)
Непосредственно из (3.2.18) следует, что

n∑

l=1

|̂C(R)
l (t,D,An,m) |−1 =

=
πn(n + 4m)

log 1
t

−
(

π(n + 4m)

log 1
t

)2 n∑

l=1

̂
M

(R)
l (D,An,m)+ (3.2.19)

+o

((
1

log 1
t

)2
)

, t → 0.

Используя (3.2.19), приходим к следующему асимптотическому
представлению:

[
n∑

l=1

|̂C(R)
l (t,D,An,m) |−1

]−1

=

=
log 1

t

πn(n + 4m)
×

×
(

1 − π(n + 4m)

n
· 1

log 1
t

n∑

l=1

̂
M

(R)
l (D,An,m) + o

((
1

log 1
t

)−1
))−1

=

=
1

πn(n + 4m)
log

1

t
+

1

n2

n∑

l=1

̂
M

(R)
l (D,An,m) + o(1), t → 0.

(3.2.20)
Неравенства (3.2.12) и (3.2.13) с учетом (3.2.14) и (3.2.20) приво-

дят к следующему соотношению:

1

2π

4

n2 + 4nm
log

1

t
+ M̂(D,An,m) + o(1) 6
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6
2

πn(n + 4m)
log

1

t
+

2

n2

n∑

l=1

̂
M

(R)
l (D,An,m) + o(1), t → 0.

(3.2.21)
Сокращая особенности и переходя в (3.2.21) к пределу при t → 0,
сразу же будем иметь

M̂(D,An,m) 6
2

n2

n∑

l=1

̂
M

(R)
l (D,An,m). (3.2.22)

Подставляя в (3.2.22) выражения (3.2.15) и (3.2.17), приходим к не-
равенству

1

2π

[
4

n(n + 4m)

]2
{

log [r(D, 0)]
n2

4

n∑

k=1

m∑

p=1

r(D, ak,p)+

+

n∑

k=1

m∑

p=1

ngD(ak,p, 0) +
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)



 6

6
1

2π

2

n2

(
2

n + 4m

)2

·




n∑

l=1

log
r
(
Ω

(l)
0 (R), 1

)

(
2

R
n
2

) ×

×
m∏

p=1

r
(
Ω

(1)
l,p (R), ω

(1)
l,p (R)

)
· r

(
Ω

(2)
l,p (R), ω

(2)
l,p (R)

)

[(
2
n

)2
χ

(
| al,p

R |n
2

)
· χ

(
| al+1,p

R |n
2

)
|al,p| · |al+1,p|

]−1


 .

Окончательно получаем

[r(D, 0)]
n2

4

n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p)×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

exp ngD(ak,p, 0)
∏

(k,p) 6=(s,q)

exp gD(ak,p, as,q) 6

6

(
2

n

)nm n∏

l=1

m∏

p=1

χ
(
| al,p

R
|n
2

)
|al,p| ·

(
1

2
R

n
2

)n
2

×
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×
n∏

l=1

[
r
(
Ω

(l)
0 , 1

) m∏

p=1

r
(
Ω

(1)
l,p (R), ω

(1)
l,p (R)

)
r
(
Ω

(2)
l,p (R), ω

(2)
l,p (R)

)] 1
2

6

6

(
2

n

)nm

· 2−n
2 R

n2

4 ·
(

4

2m + 1

) 2m+1
2

· MR (An,m) =

=

(
8

n(2m + 1)

)nm

·
(

2

2m + 1

)n
2

R
n2

4 · MR (An,m) . (3.2.23)

Утверждение о знаке равенства проверяется непосредственно. Тео-
рема доказана.

3.2.3. Некоторые следствия. По-видимому, (n, 1)-
равнолучевые системы в аналогичных задачах впервые появились

в работе [111]. Пусть D(2) и A
(2)
n,m = {a(2)

n,m} суть, соответственно,
объединение всех круговых областей и совокупность всех ненулевых
полюсов квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−1

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+1 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+1

]2 dw2. (3.2.24)

В этом случае установлен следующий результат.

Следствие 3.2.1. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, такой, что MR(An,m) = MR(A

(2)
n,m), и любого

открытого множества D, {0}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего

второму условию неналегания относительно системы An,m, спра-
ведливо неравенство

[r(D, 0)]
( n

2 )2
n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p) ·
n∏

k=1

m∏

p=1

expngD(0, ak,p)×

×
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

[
r(D(2), 0)

]n2

4
n∏

k=1

m∏

p=1

r
(
D(2), a

(2)
k,p

)
.

Знак равенства в нем достигается, когда {0}⋃
Ak,p, k = 1, n,

p = 1,m, и D есть, соответственно, совокупность всех полюсов
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и объединение всех круговых областей квадратичного дифференциа-
ла

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−1

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+1 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+1

]2 dw2.

Следствие 3.2.2. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, MR(An,m) = MR(A

(2)
n,m), и любого открытого

множества D, {0}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего второму

условию неналегания относительно системы An,m, справедливо не-
равенство

[r(D, 0)]
( n

2 )2
n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p) 6

[
r(D(2), 0)

]( n
2 )2 n∏

k=1

m∏

p=1

r
(
D(2), a

(2)
k,p

)
.

Знак равенства в нем достигается, когда {0}⋃
Ak,p, k = 1, n,

p = 1,m, и D есть, соответственно, совокупность всех полюсов
и объединение всех круговых областей квадратичного дифференциа-
ла

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−1

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+1 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+1

]2 dw2.

Следствие 3.2.3. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, и любого открытого множества D, {0}⋃

An,m ⊂
D ⊂ C, удовлетворяющего второму условию неналегания относи-
тельно системы An,m, справедливо неравенство

[r(D, 0)]
( n

2 )2
n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p) 6

6

(
2

2m + 1

)n
2

·
(

8

n(2m + 1)

)nm

· R n2

4 · MR (An,m) .
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Знак равенства в нем достигается, когда {0}⋃
Ak,p, k = 1, n,

p = 1,m, и D есть, соответственно, совокупность всех полюсов
и объединение всех круговых областей квадратичного дифференциа-
ла

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m−1

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+1 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+1

]2 dw2.

3.3 Оценки функционалов третьего типа для
равнолучевых систем точек

3.3.1. Разделяющее преобразование для случая ненале-
гающих областей и равнолучевых систем.

Теорема 3.3.1. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда, како-
вы бы ни были (n,m)-равнолучевая система точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, и набор взаимно непересекающихся областей B0,
{Bk,p}, B∞ такие, что 0 ∈ B0, ak,p ∈ Bk,p, ∞ ∈ B∞, k = 1, n,
p = 1,m, справедливо неравенство

[r (B0, 0) · r (B∞,∞)]
n2

4

n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(3.3.1)

6

(n

4

)n

·
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· MR(An,m).

Знак равенства в (3.3.1) достигается тогда и только тогда, когда

0, {ak,p}, ∞ и B̃0,
{

B̃k,p

}
, B̃∞ для всех k = 1, n и p = 1,m являются,

соответственно, полюсами и круговыми областями квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = −wn−2 (Rn + wn)2m

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+2 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+2

]2 dw2.

(3.3.2)

Доказательство. Все рассуждения, приведенные при доказа-
тельстве теоремы 3.1.1, остаются в силе и здесь. Но, ввиду того,
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что в теореме 3.1.2 рассматриваются равнолучевые системы точек,
формулы приобретают более специализированный вид. Например,
выражения (2.2.12), (3.1.1), (3.1.4) будут иметь следующий вид:

ζ̌R
k = ζ̌R

k (w) =
R

n
2 − (−1)kiw

n
2

R
n
2 + (−1)kiw

n
2

, k = 1, n, w ∈ P
0

k,

(3.3.3)

P 0
k =

{
w ∈ C\{0} :

2π

n
(k − 1) < arg w <

2π

n
k

}
.

Коэффициенты разделяющего преобразования в точках w = ak,p

определяются из соотношений:

| ζ̌R
k (w) − ζ̌R

k (ak,p) |∼
[

2

n
χ

(
| ak,p

R
|n
2

)
|ak,p|

]−1

|w − ak,p|,

w → ak,p, w ∈ P
0

k,

(3.3.4)

| ζ̌R
k (w) − ζ̌R

k (ak,p) |∼
[

2

n
χ

(
| ak,p

R
|n
2

)
|ak,p|

]−1

|w − ak,p|,

w → ak,p, w ∈ P
0

k−1.

Коэффициенты разделяющего преобразования в точках w = 0 и w =
∞ могут быть определены из следующих асимптотических равенств:

| ζ̌R
k (w) − 1 |∼ 2

R
n
2
|w|n

2 , w → 0, w ∈ P
0

k, k = 1, n

(3.3.5)

| ζ̌R
k (w) + 1 |∼ 2R

n
2 |w|−n

2 , w → ∞, w ∈ P
0

k, k = 1, n

Учитывая (3.3.3) – (3.3.5), получаем из (3.1.5) – (3.1.7)

r (Bk,p, ak,p) 6
2

n
χ

(
| ak,p

R
|n
2

)
|ak,p|×

×
[
r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
· r

(
Ω

(2)
k−1,p(R), ω

(2)
k−1,p(R)

)] 1
2

, (3.3.6)
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r (B0; 0) 6 2−
2
n · R ·

[
n∏

k=1

r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)] 2
n2

, (3.3.7)

r (B∞,∞) 6 2−
2
n · R−1 ·

[
n∏

k=1

r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)] 2

n2

, (3.3.8)

С учетом соотношений (3.3.3) – (3.3.8), из неравенства (3.1.8) лем-

мы 3.1.1 при σ = δ = n2

4 , γk,p = 1, k = 1, n, p = 1,m, имеем оценку

[r (B0, 0) · r (B∞,∞)]
( n

2 )2 ·
n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 2−n ·
(

2

n

)nm

·
n∏

k=1

m∏

p=1

χ
(
| ak,p

R
|n
2

)
|ak,p|× (3.3.9)

×
n∏

k=1

{
r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
) m∏

p=1

2∏

s=1

r
(
Ω

(s)
k,p(R), ω

(s)
k,p(R)

)} 1
2

.

Знак равенства в (3.3.9) достигается тогда и только тогда, когда в
неравенствах (3.3.6), (3.3.7) и в (3.3.8) при всех k = 1, n и p = 1,m
реализуется знак равенства. Из неравенства (3.1.9) леммы 3.1.2 по-
лучаем соотношение

r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)
×

×
m∏

p=1

2∏

s=1

r
(
Ω

(s)
k,p(R), ω

(s)
k,p(R)

)
6

(
2

m + 1

)2(m+1)

. (3.3.10)

Знак равенства в (3.3.10) реализуется, тогда и только тогда, когда

точки 1, −1, ωk,p, k = 1, n, p = 1,m, и области Ω̃
(k)
0 (R), Ω̃

(k)
∞ (R),

Ω̃
(s)
k,p(R), k = 1, n, p = 1,m, s = 1, 2, являются соответственно полю-

сами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(ζ)dζ2 = − ζ2mdζ2

(ζ2m+2 − 1)2
. (3.3.11)
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Из неравенств (3.3.9) и (3.3.10) следует оценка

[r (B0, 0) · r (B∞,∞)]
( n

2 )2 ·
n∏

k=1

m∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

6 2−n ·
(

2

n

)nm

·
(

2

m + 1

)n(m+1) n∏

k=1

m∏

p=1

χ
(
| ak,p

R
|n
2

)
|ak,p| = (3.3.12)

=
(n

4

)n

·
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· MR (An,m) .

Знак равенства в (3.3.12) достигается только тогда, когда знак ра-
венства реализуется во всех неравенствах (3.3.6) – (3.3.8) и (3.3.10)
одновременно.

Круговыми областями квадратичного дифференциала (3.3.11)
являются углы

D̂q =

{
ζ ∈ C\{0} :

π

2(m + 1)
(2q − 3) < arg ζ <

π

2(m + 1)
(2q − 1)

}
,

q = 1, 2(m + 1). Пусть ∆̂q = U1

⋂
D̂q, q = 1, 2(m + 1). Очевидно, что

секторы ∆̂1 и ∆̂m+2 обладают симметрией относительно веществен-
ной оси. Остальные секторы разбиваются на пары, взаимно симме-
тричные относительно вещественной оси:

ζ ∈ ∆̂q ⇔ ζ ∈ ∆̂2(m+2)−q, q = 2, (m + 1).

Как следует из (3.1.17), функции

w
(0)
k = R ei 2π

n
(k−1)

(
i
1 − ζ

1 + ζ

) 2
n

, k = 1, n, (3.3.13)

реализуют конформное отображение круга U на P 0
k . Из формул

(3.1.18), (3.3.13) получаем

B̃k,p

⋂
P

(0)
k = w

(0)
k

(
∆̂p+1

)
, B̃k+1,p

⋂
P

(0)
k = w

(0)
k

(
∆̂2m+3−p

)
,

B̃0

⋂
P

(0)
k = ŵk

(
∆̂1

)
, B̃∞

⋂
P

(0)
k = ŵk

(
∆̂m+2

)
, (3.3.14)
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p = 1,m, k = 1, n, Bn+1,p := B1,p.

В случае реализации знака равенства в (3.3.12) повторим рассужде-
ния, использованные при доказательстве теоремы 3.1.1, приходим к
равенствам

r(Bk,p, ak,p) = r(B̃k,p, ak,p),

r(B0, 0) = r(B̃0, 0), r(B∞,∞) = r(B̃∞,∞),

k = 1, n, p = 1,m.

Далее,
gB∞(w,∞) = ln |w| + ln r(B∞,∞) + o(1),

w → ∞,

gB̃∞
(w,∞) = ln |w| + ln r(B̃∞,∞) + o(1),

w → ∞, k = 1, n, p = 1,m.

Тогда h∞(w) = gB̃∞
(w,∞) − gB∞(w,∞) > 0 на множестве всех ре-

гулярных точек ∂B∞. Следовательно, h > 0 всюду в B∞. С другой
стороны, h∞(∞) = 0. И значит, h∞(w) ≡ 0 в B∞. Отсюда получаем,

что cap B̃∞\B∞ = 0. Аналогичные рассуждения справедливы для B0

и Bk,p, k = 1, n, p = 1,m. Таким образом, из условий реализации зна-
ка равенства в (3.3.7) – (3.3.8) и (3.3.10), с учетом (3.3.12) – (3.3.14)
и аналогично подразделу 3.1.1, получаем, что точки ak,p, k = 1, n,

p = 1,m, система областей B̃0, {B̃k,p}, B̃∞, k = 1, n, p = 1,m, явля-
ются, соответственно, полюсами и круговыми областями квадрати-
чного дифференциала

Q(w)dw2 = −2
(n

4

)2

Rn wn−2(Rn + wn)2m

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+2 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+2

]2 dw2.

(3.3.15)
Теорема доказана.

3.3.2. Оценки функционалов третьего типа для
открытых множеств. Сформулируем результат аналогичный
теореме 3.2.2.

Теорема 3.3.2. Пусть R ∈ R+, n,m ∈ N, n > 2. Тогда для любой
(n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n, p =
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1,m, и любого открытого множества D, {0,∞}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C,

удовлетворяющего третьему условию неналегания относительно
системы An,m, справедливо неравенство

[r(D, 0)r(D,∞)]
n2

4

n∏

k=1

m∏

p=1

r (D, ak,p)×

×
[
exp

n2

2
gD(0,∞)

n∏

k=1

m∏

p=1

exp ngD(0, ak,p)×

(3.3.16)

×
n∏

k=1

m∏

p=1

expngD(∞, ak,p)
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s)


 6

6

(n

4

)n
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· MR(An,m).

Знак равенства в нем достигается, в частности, когда
{0,∞}⋃

Ak,p, k = 1, n, p = 1,m, и D есть, соответственно,
совокупность всех полюсов и объединение всех круговых областей
квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+2 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+2

]2 dw2.

Доказательство. В силу того, что D удовлетворяет третье-
му условию неналегания, область D обладает обобщенной функцией
Грина gD(z, a) ∀a ∈ D. Будем рассматривать множества

E0 = C\D; U t = {w ∈ C : |w| 6 t} ,

U
(1)

t =

{
w ∈ C : |w| >

1

t

}
,

Ek,p(t) = {w ∈ C : |w − ak,p| 6 t} , k = 1, n, p = 1,m.

При достаточно малых t ∈ R+ рассмотрим конденсатор, образован-
ный упорядоченной совокупностью замкнутых множеств,

̂̂
C (t, D, An,m) =

{
E0, U t, U

(1)

t , E1,1(t), . . . , En,m(t)
}

, (3.3.17)
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с предписанными значениями 0, n
2 , n

2 , 1, 1, . . . , 1. Емкостью конденса-
тора (3.3.17) называется величина

cap
̂̂
C (t, D, An,m) = inf

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy,

где нижняя грань берется по множеству всех вещественных, непре-
рывных и липшицевых в C функций G = G(z) таких, что G = 0 в

окрестности множества E0, G
∣∣∣
Ut

= n
2 , G

∣∣∣
U

(1)
t

= n
2 , G

∣∣∣
Ek,p

= 1, k = 1, n,

p = 1,m. Модуль конденсатора (3.3.17) | ̂̂C| определим выражением

| ̂̂
C |=

[
cap

̂̂
C

]−1

(3.3.18)

Рассмотрим конденсаторы при достаточно малых t ∈ R+

̂̂
C

(R)
l (t, D, An,m) =

=
(
E

(l)
0 (R), E

(l)
1 (t, R), E

(l)
2 (t, R), E

(l)
1,1(t, R), . . . , E(l)

n,m(t, R),
)

, (3.3.19)

где

E
(l)
0 (R) = ζ

(R)
l

(
E0

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
E0

⋂
P

0

l (An,m)
)]∗

,

E
(l)
1 (t, R) = ζ

(R)
l

(
U t

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
U t

⋂
P 0

l (An,m)
)]∗

,

(3.3.20)

E
(l)
2 (t, R) = ζ

(R)
l

(
U

(1)

t

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
U

(1)

t

⋂
P 0

l (An,m)
)]∗

,

E
(l)
k,p(t, R) = ζ

(R)
l

(
Ek,p(t)

⋂
P

0

l (An,m)
) ⋃[

ζ
(R)
l

(
Ek,p(t)

⋂
P 0

l (An,m)
)]∗

,

ζ = ζ
(l)
k — функция (2.2.2), ζ

(l)
k (∆) — образ множества ∆ при отобра-

жении функции ζ
(l)
k , l, k = 1, n, p = 1,m. Таким образом, при разде-

ляющем преобразовании относительно систем углов
{

P
(0)
l (An,m)

}n

l=1

и системы функций
{

ζ
(R)
l

}n

l=1
, R ∈ R+, конденсатору

̂̂
C (t, D, An,m)
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сопоставляется набор конденсаторов

{
̂̂
C

(R)
l (t, D, An,m)

}n

l=1

, симме-

тричных относительно ∂U1 = {w : |w| = 1}. Каждому конденсатору
̂̂
C

(R)
l (t, D, An,m), l = 1, n, при достаточно малых t ∈ R+, t < R, сопо-

ставляем класс Vl — всех вещественных, непрерывных и липшицевых
в C функций G = G(z) таких, что G = 0 в окрестности множества

E
(l)
0 (t, R), G

∣∣∣
E

(l)
1 (t,R)

= n
2 , G

∣∣∣
E

(l)
2 (t,R)

= n
2 , G

∣∣∣
E

(l)
k,p

(t,R)
= 1, k = 1, n,

p = 1,m. Учитывая работы [110,112] имеем неравенство

cap
̂̂
C (t,D,An,m) >

1

2

n∑

k=1

cap
̂̂
C

(R)
k (t,D,An,m) . (3.3.21)

Отсюда, в соответствии с (3.3.18), получаем соотношение

cap
∣∣∣ ̂̂C (t,D,An,m)

∣∣∣
−1

>
1

2

n∑

k=1

∣∣∣cap
̂̂
C

(R)
k (t,D,An,m)

∣∣∣
−1

. (3.3.22)

В свою очередь, (3.3.22) приводит к неравенству

∣∣∣ ̂̂C (t,D,An,m)
∣∣∣ 6 2

(
n∑

k=1

∣∣∣
̂̂
C

(R)
k (t,D,An,m)

∣∣∣
−1

)−1

. (3.3.23)

Из теоремы 1 [111] следует асимптотика модуля
̂̂
C (t,D,An,m).

Она будет аналогична формуле (3.1.37):

∣∣∣ ̂̂C (t,D,An,m)
∣∣∣ =

=
1

2π

(
2

n2 + 2nm

)
log

1

t
+

̂̂
M(D,An,m) + o(1), t → 0, (3.3.24)

где
̂̂
M(D,An,m) =

=
1

2π

(
2

n2 + 2nm

)2
[

n2

4
log r(D, 0)r(D,∞) +

n∑

k=1

m∑

p=1

log r(D, ak,p)+
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(3.3.25)

+
n2

2
gD(0,∞) +

n∑

k=1

m∑

p=1

n (gD(0, ak,p) + gD(∞, ak,p))

+
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)


 .

Учитывая формулы (3.1.3), (3.1.4), третье условие неналегания и
теорему 1 работы [111], установим асимптотические равенства для

модулей конденсаторов
̂̂
C

(R)
l (t,D,An,m), l = 1, n, а именно:

∣∣∣
̂̂
C

(R)
l (t,D,An,m)

∣∣∣ =

=
1

2π

(
1

n + 2m

)
log

1

t
+

̂̂
M

(R)
l (D,An,m) + o(1), t → 0, (3.3.26)

где
̂̂
M

(R)
l (D,An,m) =

=
1

2π

(
1

n + 2m

)2

log

r
(
Ω

(l)
0 (R), 1

)

(
2

R
n
2

)
r
(
Ω

(l)
∞ (R),−1

)

(
2R

n
2

) +

(3.3.27)

+

m∑

p=1

log
r
(
Ω

(1)
l,p (R), ω

(1)
l,p (R)

)
· r

(
Ω

(2)
l,p (R), ω

(2)
l,p (R)

)

[
2
nχ

(∣∣∣al,p

R

∣∣∣
n
2

)
|al,p|

]−1 [
2
nχ

(∣∣∣al+1,p

R

∣∣∣
n
2

)
|al+1,p|

]−1


 , l = 1, n.

Из равенства (3.3.26) вытекает соотношение:

∣∣∣
̂̂
C

(R)
l (t,D,An,m)

∣∣∣
−1

=

=
4πm

log 1
t

(
1 − 4πm

log 1
t

̂̂
M

(R)
l (D,An,m) + o

((
1

log 1
t

)−1
))

=
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=
4πm

log 1
t

−
(

4πm

log 1
t

)2 ̂̂
M

(R)
l (D,An,m) + o

((
log

1

t

)−2
)

,

t → 0, l = 1, n.

Отсюда непосредственно получаем

n∑

l=1

∣∣∣
̂̂
C

(R)
l (t,D,An,m)

∣∣∣
−1

=

=
4πnm

log 1
t

−
(

4πm

log 1
t

)2 n∑

l=1

̂̂
M

(R)
l (D,An,m)+ (3.3.28)

+o

((
log

1

t

)−2
)

, t → 0.

После некоторых вычислений, связанных с (3.3.28), приходим к
следующему соотношению:

[
n∑

l=1

∣∣∣
̂̂
C

(R)
l (t,D,An,m)

∣∣∣
−1

]−1

=

=
log 1

t

4πnm

(
1 − 4πm

log 1
t

1

n

n∑

k=1

̂̂
M

(R)
k (D,An,m) + o

((
log

1

t

)−1
))−1

=

=
1

4πnm
log

1

t
+

1

n2

n∑

k=1

̂̂
M

(R)
k (D,An,m) + o(1), t → 0. (3.3.29)

Из (3.3.21) – (3.3.29) имеем неравенство

̂̂
M(D,An,m) + o(1) 6

2

n2

n∑

k=1

̂̂
M

(R)
k (D,An,m) + o(1),

после чего можем записать

̂̂
M(D,An,m) 6

2

n2

n∑

k=1

̂̂
M

(R)
k (D,An,m).
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С учетом (3.3.25) и (3.3.27), приходим к неравенству следующего
вида:

1

2π

(
2

n2 + 2nm

)2
{

log (r(D, 0)r(D,∞))
n2

4 ·
n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p)×

× exp
n2

2
gD(0,∞) ·

n∏

k=1

m∏

p=1

exp n (gD(0, ak,p) + gD(∞, ak,p))×

×
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s)



 6

2

n2

n∑

k=1

1

2π

1

(n + 2m)2
×

× log

{
1

4

(
2

n

)2m m∏

p=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
n
2

)
χ

(∣∣∣ak+1,p

R

∣∣∣
n
2

)
|ak,pak+1,p|×

×r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)
×

×
m∏

p=1

r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
r
(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)}
=

=
1

πn2(n + 2m)2
log 2−2n

(
2

n

)2nm n∏

k=1

m∏

p=1

χ2

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
n
2

)
|ak,p|2×

×
n∏

k=1

{
r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)
×

×
m∏

p=1

r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
r
(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)}
.

Очевидно, что

r
(
Ω

(k)
0 (R), 1

)
r
(
Ω(k)

∞ (R),−1
)
×

×
m∏

p=1

r
(
Ω

(1)
k,p(R), ω

(1)
k,p(R)

)
r
(
Ω

(2)
k,p(R), ω

(2)
k,p(R)

)
6
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6

(
4

2m + 2

)2m+2

=

(
2

m + 1

)2(m+1)

.

Отсюда легко получаем, что

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p)×

exp
n2

2
gD(0,∞) ·

n∏

k=1

m∏

p=1

exp n (gD(0, ak,p) + gD(∞, ak,p))×

×
∏

(k,p) 6=(s,q)

exp gD(ak,p, as,q) 6

6

{(n

4

)2n
(

4

n(m + 1)

)(2m+2)n n∏

k=1

m∏

p=1

χ2

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
n
2

)
|ak,p|2

} 1
2

=

=
(n

4

)n
(

4

n(m + 1)

)n(m+1) n∏

k=1

m∏

p=1

χ

(∣∣∣ak,p

R

∣∣∣
n
2

)
|ak,p|.

Теорема 3.3.2 доказана.

3.3.3. Некоторые следствия. Пусть D
(3)
n,m — объединение

всех круговых областей квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+2 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+2

]2 dw2,

где n,m ∈ N, n > 2, R ∈ R+. Отметим, что A
(3)
n,m = {a(3)

k,p}, k = 1, n,

p = 1,m, определенная соотношениями (2.2.8), является совокупно-
стью всех конечных и ненулевых полюсов этого квадратичного диф-
ференциала.

Следствие 3.3.1. Пусть n,m ∈ N, n > 2, R ∈ R+. То-
гда для произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m =
{ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и любого открытого множества D,
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{0,∞}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего третьему условию не-

налегания относительно An,m, выполняется неравенство

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2
n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p) 6

6

(n

4

)n
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· MR(An,m),

знак равенства в котором достигается, в частности, когда точки
0, ∞, {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, и открытое множество D явля-

ются, соответственно, совокупностью всех полюсов {0,∞}⋃
A

(3)
n,m

и объединением всех круговых областей квадратичного дифференци-

ала D
(3)
n,m.

Доказательство. В силу того, что gD(w, a) > 0 при всех w ∈ C,
a ∈ D, то

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2
n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p) 6

6 [r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2
n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p) · exp
n2

2
gD(0,∞)×

×
n∏

k=1

m∏

p=1

expn(gD(0, ak,p) + gD(∞, ak,p)) ·
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

6

(n

4

)n
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· MR(An,m).

Отсюда и вытекает истинность утверждения следствия 3.3.1.

Следствие 3.3.2. Для любой (n,m)-равнолучевой системы то-
чек An,m = {ak,p}, k = 1, n, p = 1,m, относительно которой
открытое множество D, {0,∞}⋃

An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворяет
третьему условию неналегания, выполняется неравенство

exp

{
n2

2
gD(0,∞) +

n∑

k=1

m∑

p=1

n(gD(0, ak,p) + gD(∞, ak,p))+
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+
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)



 6

6

(
n
4

)n
(

4
n(m+1)

)n(m+1)

· MR(An,m)

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2 n∏
k=1

m∏
p=1

r(D, ak,p)
,

знак равенства в котором достигается, в частности, когда
{0,∞}⋃

An,m и D являются объединением, соответственно, всех
полюсов и круговых областей квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(Rn + wn)2m

[
(R

n
2 − iw

n
2 )2m+2 − (R

n
2 + iw

n
2 )2m+2

]2 dw2.

Следствие 3.3.3. Пусть n,m ∈ N, n > 2, R ∈ R+. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, такой, что MR(An,m) = MR(A

(3)
n,m), и любого

открытого множества D, {0,∞}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворя-

ющего третьему условию неналегания относительно An,m, выпол-
няется неравенство

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2
n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p) 6

6

(n

4

)n
(

4

n(m + 1)

)n(m+1)

· MR(A(3)
n,m).

Знак равенства достигается при тех же условиях, что и в след-
ствии 3.3.1.

Следствие 3.3.4. Пусть n,m ∈ N, n > 2, R ∈ R+. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, такой, что MR(An,m) = MR(A

(3)
n,m), и любого

открытого множества D, {0,∞}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворя-

ющего третьему условию неналегания относительно An,m, выпол-
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няется неравенство

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2
n∏

k=1

m∏

p=1

r(D, ak,p) 6

6

[
r(D(3)

n,m, 0)r(D(3)
n,m,∞)

](n
2 )

2 n∏

k=1

m∏

p=1

r(D(3)
n,m, a

(3)
k,p).

Следствие 3.3.5. Пусть n,m ∈ N, n > 2, R ∈ R+. Тогда для
произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, такой, что MR(An,m) = MR(A

(3)
n,m), и любого

открытого множества D, {0,∞}⋃
An,m ⊂ D ⊂ C, удовлетворя-

ющего третьему условию неналегания относительно An,m, выпол-
няется неравенство

exp

{
n2

2
gD(0,∞) +

n∑

k=1

m∑

p=1

n(gD(0, ak,p) + gD(∞, ak,p))+

+
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)



 6

6

[
r(D(3), 0)r(D(3),∞)

](n
2 )

2 n∏
k=1

m∏
p=1

r(D(3), a
(3)
k,p)

[r(D, 0)r(D,∞)](
n
2 )

2 n∏
k=1

m∏
p=1

r(D, ak,p)
.

3.3.4. Некоторые дополнительные результаты для за-
дач третьего типа. Пусть α, β ∈ R+, обозначим через G1, G2, G3,
G4 круговые области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 =
(β − α)w4 − 2(β + α)w2 + (β − α)

(w4 − 1)2
dw2,

содержащие, соответственно, точки 1, i, −1, −i, которые являются
полюсами данного квадратичного дифференциала.
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Для произвольной (n,m)-равнолучевой системы точек An,m та-
кой, что m = 2s − 1 (s ∈ N), рассмотрим "управляющие" функцио-
налы

M (1)(An,m) :=

n∏

k=1

s∏

p=1

χ
(∣∣ak,2p−1

∣∣n
2

)
· |ak,2p−1|,

M (2)(An,m) :=

n∏

k=1

s−1∏

p=1

χ
(∣∣ak,2p

∣∣n
2

)
· |ak,2p|.

Теорема 3.3.3. (Бахтин А.К., Вьюн В.Е., Трохимчук Ю.Ю.
[57]). Пусть n,m, s ∈ N, n > 3, m = 2s − 1, α, β ∈ R+. Тогда для
любой (n,m)-равнолучевой системы точек An,m = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1,m, и для произвольного набора взаимно непересекающихся
областей B0, Bk,p, B∞ таких, что 0 ∈ B0, ak,p ∈ Bk,p,∞ ∈ B∞,
k = 1, n, p = 1,m, справедливо неравенство

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
n2α

4

n∏

k=1

s∏

p=1

rβ(Bk,2p−1, ak,2p−1)

n∏

k=1

s−1∏

p=1

rα(Bk,2p, ak,2p) 6

6

(n

4

)nα
(

2

n(m + 1)

)m+1
2 n(α+β) [

M (1)(An,m)
]β [

M (2)(An,m)
]α

×
(3.3.30)

×
[
rα(G1, 1)rβ(G2, i)r

α(G3,−1)rβ(G4,−i)
]n(m+1)

4 ,

знак равенства в котором достигается тогда и только тогда, ко-
гда точки 0, ak,p, ∞ и области B̃0, B̃k,p, B̃∞, k = 1, n, p = 1,m, яв-
ляются, соответственно, полюсами и круговыми областями ква-
дратичного дифференциала

Q(w)dw2 = wn−2(1 + wn)m−1×

(3.3.31)

× (β − α)
(
(1 − iwn/2)2m+2 + (1 + iwn/2)2m+2

)
− 2(β + α)(1 + wn)m+1

[
(1 − iwn/2)2m+2 − (1 + iwn/2)2m+2

]2 dw2

и cap B̃0 \ B0 = 0, cap B̃k,p \ Bk,p = 0, cap B̃∞ \ B∞ = 0, k = 1, n,
p = 1,m.
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Доказательство. Доказательство проводим по схеме, предло-
женной при доказательстве теоремы 3.3.1 при R = 1. Здесь обратим
особое внимание только на отличительные моменты.

Далее, семейство функций ζk(w) является допустимым для
кусочно-разделяющего преобразования областей Bk,p относительно
семейства углов P 0

k , k = 1, n, p = 1,m.

Обозначим через Ω
(1)
k,2p−1 связную компоненту множества

ζk

(
Bk,2p−1 ∩ P

0

k

)
∪

(
ζk

(
Bk,2p−1 ∩ P

0

k

))∗
, содержащую точку

ω
(1)
k,2p−1, а через Ω

(2)
k,2p−1 — связную компоненту множества

ζk−1

(
Bk,2p−1 ∩ P

0

k−1

)
∪

(
ζk−1

(
Bk,2p−1 ∩ P

0

k−1

))∗
, содержащую

точку ω
(2)
k,2p−1, k = 1, n, p = 1, s.

Аналогично обозначим через Ω
(1)
k,2p связную компоненту множе-

ства ζk

(
Bk,2p ∩ P

0

k

)
∪

(
ζk

(
Bk,2p ∩ P

0

k

))∗
, содержащую точку ω

(1)
k,2p, а

через Ω
(2)
k,2p — связную компоненту множества ζk−1

(
Bk,2p ∩ P

0

k−1

)
∪

(
ζk−1

(
Bk,2p ∩ P

0

k−1

))∗
, содержащую точку ω

(2)
k,2p, k = 1, n, p =

1, s − 1.

Таким образом, результатом разделяющего преобразования обла-
сти Bk,2p−1 относительно семейств областей

{
P 0

k−1, P
0
k

}
и фун-

кций {ζk−1, ζk} в точке ak,2p−1 является пара областей Ω
(2)
k−1,2p−1 и

Ω
(1)
k,2p−1, k = 1, n, p = 1, s, Ω

(2)
0,2p−1 := Ω

(2)
n,2p−1. Точно так же, ре-

зультатом разделяющего преобразования области Bk,2p, k = 1, n,
p = 1, s − 1, относительно семейств областей

{
P 0

k−1, P
0
k

}
и функций

{ζk−1, ζk} в точке ak,2p является пара областей Ω
(2)
k−1,2p и Ω

(1)
k,2p,

k = 1, n, p = 1, s − 1, Ω
(2)
0,2p := Ω

(2)
n,2p.

Результатом разделяющего преобразования области B0, 0 ∈ B0 ⊂
C, относительно семейств функций {ζk}n

k=1 и областей
{
P 0

k

}n

k=1

в точке w = 0 является семейство областей
{

Ω
(k)
0

}n

k=1
, где че-

рез Ω
(k)
0 обозначим связную компоненту множества ζk

(
B0 ∩ P

0

k

)
∪

(
ζk

(
B0 ∩ P

0

k

))∗
, содержащую точку ω = 1, k = 1, n. Аналогично,

результатом разделяющего преобразования области B∞, ∞ ∈ B∞ ⊂
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C, относительно семейств функций {ζk}n
k=1 и областей

{
P 0

k

}n

k=1
в

точке w = ∞ является набор областей
{

Ω
(k)
∞

}n

k=1
, где Ω

(k)
∞ при

каждом k = 1, 2, . . . , n обозначает связную компоненту множества

ζk

(
B∞ ∩ P

0

k

)
∪

(
ζk

(
B∞ ∩ P

0

k

))∗
, содержащую точку ω = −1.

Так же, как и соотношения (3.3.6) – (3.3.8), получаем неравенства

r(Bk,2p−1, ak,2p−1) 6

(3.3.32)

6

{
r(Ω

(1)
k,2p−1, ω

(1)
k,2p−1) · r(Ω

(2)
k,2p−1, ω

(2)
k,2p−1)[

2
nχ

(
|ak,2p−1|n

2

)
|ak,2p−1| · 2

nχ
(
|ak,2p−1|n

2

)
|ak,2p−1|

]−1

} 1
2

,

p = 1, s,
r(Bk,2p, ak,2p) 6

(3.3.33)

6

{
r(Ω

(1)
k,2p, ω

(1)
k,2p) · r(Ω

(2)
k,2p, ω

(2)
k,2p)[

2
nχ

(
|ak,2p|n

2

)
|ak,2p| · 2

nχ
(
|ak,2p|n

2

)
|ak,2p|

]−1

} 1
2

,

p = 1, s − 1,

r(B0, 0) 6

n∏

k=1

{
1

2
r(Ω

(k)
0 , 1)

} 2
n2

, (3.3.34)

r(B∞,∞) 6

n∏

k=1

{
1

2
r(Ω(k)

∞ ,−1)

} 2
n2

. (3.3.35)

Используя условие теоремы 3.3.3, из неравенств (3.3.32) – (3.3.35)
следует цепочка соотношений

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
n2α

4

n∏

k=1

s∏

p=1

rβ(Bk,2p−1, ak,2p−1)
n∏

k=1

s−1∏

p=1

rα(Bk,2p, ak,2p) 6

6

{
n∏

k=1

(
1

2
r(Ω

(k)
0 , 1)

) 2
n2

·
n∏

k=1

(
1

2
r(Ω(k)

∞ ,−1)

) 2
n2

}n2α
4

×
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×
{

n∏

k=1

s∏

p=1

r(Ω
(1)
k,2p−1, ω

(1)
k,2p−1) · r(Ω

(2)
k,2p−1, ω

(2)
k,2p−1)[

2
nχ

(
|ak,2p−1|n

2

)
|ak,2p−1| · 2

nχ
(
|ak,2p−1|n

2

)
|ak,2p−1|

]−1

} β
2

×

×
{

n∏

k=1

s−1∏

p=1

r(Ω
(1)
k,2p, ω

(1)
k,2p) · r(Ω

(2)
k,2p, ω

(2)
k,2p)[

2
nχ

(
|ak,2p|n

2

)
|ak,2p| · 2

nχ
(
|ak,2p|n

2

)
|ak,2p|

]−1

}α
2

=

(3.3.36)

=
(n

4

)nα
(

2

n

)ns(α+β) [
M (1)(An,m)

]β [
M (2)(An,m)

]α

×

×
n∏

k=1

[
rα(Ω

(k)
0 , 1)rα(Ω(k)

∞ ,−1)×

×
s∏

p=1

rβ(Ω
(1)
k,2p−1, ω

(1)
k,2p−1)r

β(Ω
(2)
k,2p−1, ω

(2)
k,2p−1)×

s−1∏

p=1

rα(Ω
(1)
k,2p, ω

(1)
k,2p)r

α(Ω
(2)
k,2p, ω

(2)
k,2p)

] 1
2

.

Из способа построения областей Ω
(1)
k,2p−1, Ω

(2)
k,2p−1, Ω

(1)
k,2p, Ω

(2)
k,2p и

Ω
(k)
0 , Ω

(k)
∞ и соответствующих точек ω

(1)
k,2p−1, ω

(2)
k,2p−1, ω

(1)
k,2p, ω

(2)
k,2p и

1, −1 следует, что для каждого k0, k0 = 1, 2, . . . , n, при всех p = 1,m
области взаимно не пересекаются, а точки лежат на единичной окру-
жности ∂U . Таким образом, система указанных точек представляет
собой систему из (2m+2) точек, лежащих на единичной окружности
∂U , а области образуют систему попарно непересекающихся обла-

стей таких, что ω
(1)
k,p ∈ Ω

(1)
k,p, ω

(2)
k,p ∈ Ω

(2)
k,p и 1 ∈ Ω

(k)
0 , −1 ∈ Ω

(k)
∞ , и

удовлетворяют условию теоремы 4.1.2 при всех k = 1, n и p = 1,m.
Неравенство (4.1.4) для удобства представим в следующем виде:

n∏

k=1

rα1(B2k−1, a2k−1) · rα2(B2k, a2k) 6

6

(
1

n

)(α1+α2)n

·
(
r(B0

1 , 1)r(B0
3 ,−1)

)α1n

2 ·
(
r(B0

2 , i)r(B0
4 ,−i)

)α2n

2 .

(3.3.37)
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Значит, сопоставляя неравенство (3.3.36) и указанные выше рас-
суждения об образованной системе (2m + 2) точек на окружности, с
учетом неравенства (3.3.37), а также с учетом обозначений, введен-
ных при формулировке теоремы, приходим к соотношению

rα(Ω
(k)
0 )rα(Ω(k)

∞ )
s∏

p=1

rβ(Ω
(1)
k,2p−1, ω

(1)
k,2p−1)r

β(Ω
(2)
k,2p−1, ω

(2)
k,2p−1)×

×
s−1∏

p=1

rα(Ω
(1)
k,2p, ω

(1)
k,2p)r

α(Ω
(2)
k,2p, ω

(2)
k,2p) 6 (3.3.38)

6

(
1

m + 1

)(m+1)(α+β)

·
[
rβ(G1, 1)rβ(G3,−1) · rα(G2, i)r

α(G4,−i)
] (m+1)

2 ,

которое, в свою очередь, окончательно приводит к неравенству

[r(B0, 0) · r(B∞,∞)]
n2α

4

n∏

k=1

s∏

p=1

rβ(Bk,2p−1, ak,2p−1)

n∏

k=1

s−1∏

p=1

rα(Bk,2p, ak,2p) 6

6

(n

4

)nα
(

2

n(m + 1)

)m+1
2 n(α+β) [

M(A(1)
n,m)

]β [
M(A(2)

n,m)
]α

×

×
{
rα(G1, 1)rα(G3,−1) · rβ(G2, i)r

β(G4,−i)
}m+1

4 n
.

Случай реализации знака равенства в неравенстве (3.3.30) иссле-
дуется способом, который был предложен при доказательстве теоре-
мы 3.3.1. Приведем только часть его.

Знак равенства в (3.3.38) реализуется в том и только в том случае,

когда точки 1, −1, ω
(1)
k,p и ω

(2)
k,p и области Ω̃

(k)
0 , Ω̃

(k)
∞ , Ω̃

(1)
k,p и Ω̃

(2)
k,p (

при всех k = 1, n, p = 1,m) являются, соответственно, полюсами и
круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(η)dη2 = ηm−1 (β − α)η2m+2 − 2(β + α)ηm+1 + (β − α)

(η2m+2 − 1)2
dη2.

Осуществляя в этом квадратичном дифференциале замену перемен-

ной η = 1−iw
n
2

1+iw
n
2

, получаем, что области B̃0, B̃∞, B̃k,p и точки 0, ∞,
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ak,p являются, соответственно, круговыми областями и полюсами
квадратичного дифференциала (3.3.31):

Q(w)dw2 = wn−2(1 + wn)m−1×

× (β − α)
(
(1 − iwn/2)2m+2 + (1 + iwn/2)2m+2

)
− 2(β + α)(1 + wn)m+1

[
(1 − iwn/2)2m+2 − (1 + iwn/2)2m+2

]2 dw2.

Теорема 3.3.3 доказана.



ГЛАВА 4

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ СО
СВОБОДНЫМИ ПОЛЮСАМИ НА

ОКРУЖНОСТИ

4.1 Оценки функционалов первого типа для n-лучевых
систем точек на окружности

4.1.1. Основные утверждения. В четвертой главе рассма-
триваются новые экстремальные задачи о неналегающих областях
со свободными полюсами на окружности. Первые задачи подобного
типа были предложены Г.П. Бахтиной в [69]. С учетом обозначений
п. 2.1 положим, как обычно, C — стандартная одноточечная ком-
пактификация комплексной плоскости C, U := {z ∈ C : |z| < 1},
∂U = {z ∈ C : |z| = 1}, α1, α2 ∈ R+. Пусть точки a0

k и области B0
k

являются соответственно полюсами и круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 =
(α2 − α1)w

4 − 2(α2 + α1)w
2 + (α2 − α1)

(w4 − 1)2
dw2, (4.1.1)

a0
k = ik−1 ∈ B0

k (k = 1, 4). Положим

I0
4 (α1, α2) := 4−(α1+α2)

(
r(B0

1 , a0
1) · r(B0

3 , a0
3)

)α1 ·
(
r(B0

2 , a0
2) · r(B0

4 , a0
4)

)α2
.

В принятых выше обозначениях справедлива теорема.

Теорема 4.1.1. (А.К. Бахтин [39]). Каковы бы ни были точки
a1, a2, a3, a4 ∈ ∂U и попарно непересекающиеся области B1, B2,
B3, B4 ⊂ C такие, что 0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π и
ak ∈ Bk, k = 1, 4, имеет место неравенство

(
r(B1, a1) · r(B3, a3)∣∣a1 − a3

∣∣2

)α1

·
(

r(B2, a2) · r(B4, a4)∣∣a2 − a4

∣∣2

)α2

6 I0
4 (α1, α2).

(4.1.2)
Знак равенства в (4.1.2) достигается в том и только только в

том случае, когда выполнены равенства cap B̃k\Bk = 0 и существу-
ет такое дробно-линейное отображение S, являющееся автоморфи-
змом единичного круга U , что ak = S(a0

k) и B̃k = S(B0
k), k = 1, 4.
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Доказательству теоремы 4.1.1 представим ряд вспомогательных
результатов, а также остановимся на некоторых моментах предысто-
рии вопроса.

Теорема 4.1.1 была установлена А.К. Бахтиным [44] при допол-
нительном требовании односвязности областей B1, B2, B3, B4. По-
скольку для односвязных областей гиперболического типа внутрен-
ний радиус совпадает с конформным, то для этого случая результат
теоремы 4.1.1 допускает следующую переформулировку.

Следствие 4.1.1. Каковы бы ни были функции f1, f2, f3, и
f4, конформно и однолистно отображающие единичный круг U на
попарно непересекающиеся области в C, и такие, что |f1(0)| =
|f2(0)| = |f3(0)| = |f4(0)| = 1, 0 6 arg f1(0) < arg f2(0) < arg f3(0) <
arg f4(0) < 2π, справедливо неравенство

∣∣∣∣∣
f ′
1(0)f ′

3(0)

(f1(0) − f3(0))
2

∣∣∣∣∣

α1

·
∣∣∣∣∣

f ′
2(0)f ′

4(0)

(f2(0) − f4(0))
2

∣∣∣∣∣

α2

6 I0
4 (α1, α2),

знак равенства в котором достигается в том и только в том слу-
чае, когда существует такое дробно-линейное отображение S, яв-
ляющееся автоморфизмом единичного круга U , что fk(0) = S(a0

k)
и f(Bk) = S(B0

k), k = 1, 4.

Отметим, что такого вида точки a0
k и области B0

k, k = 1, 4, при-
сутствуют в качестве экстремального набора в работе [119]. Пусть
точки a1, a2, a3, a4 ∈ ∂U и попарно непересекающиеся области B1,
B2, B3, B4 ⊂ C выбраны такими, что 0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 <
arg a4 < 2π и ak ∈ Bk, k = 1, 4. Тогда, используя теорему 4.1.1 и
очевидные неравнства

∣∣a1−a3

∣∣ 6 2 и
∣∣a2−a4

∣∣ 6 2, получаем двойное
неравенство

(r(B1, a1) · r(B3, a3))
α1 · (r(B2, a2) · r(B4, a4))

α2
6

6

(
r(B1, a1) · r(B3, a3)

2−2
∣∣a1 − a3

∣∣2

)α1

·
(

r(B2, a2) · r(B4, a4)

2−2
∣∣a2 − a4

∣∣2

)α2

6

6 4α1+α2M0(α1, α2),

при этом знак равенства в первом неравенстве достигается в том и
только в том случае, когда a1 = −a3 и a2 = −a4, а во втором — ко-
гда имеет место равенство в (4.1.2). Поскольку всякий автоморфизм
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круга D, переводящий две пары диаметрально противоположных то-
чек в пары точек {1,−1} и {i,−i}, является вращением относительно
начала координат O, то мы получаем утверждение.

Следствие 4.1.2 (А.К. Бахтин [28,29]). Каковы бы ни были то-
чки a1, a2, a3, a4 ∈ ∂U и попарно непересекающиеся области B1,
B2, B3, B4 ⊂ C такие, что 0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π
и ak ∈ Bk, k = 1, 4, справедливо неравенство

(r(B1, a1) · r(B3, a3))
α1 · (r(B2, a2) · r(B4, a4))

α2
6 4α1+α2I0

4 (α1, α2).
(4.1.3)

Знак равенства в (4.1.3) достигается в том и только в том слу-

чае, когда выполнены равенства cap B̃k\Bk = 0 и существует такое
вращение S плоскости C относительно начала координат O, что
ak = S(a0

k) и B̃k = S(B0
k), k = 1, 4.

В следствии 4.1.2 содержится и результат Г.В. Кузьминой [153],
которая доказала неравенство (4.1.3) для случая, когда a1 = −a3 =
1, a2 = eiϕ, a4 = e−iϕ (0 < ϕ < π), а области B1, B2, B3 и B4 —
односвязны.

Следствие 4.1.3. Пусть α1, α2, ρ, ρ1, ρ2 ∈ R+, a0 = 0, a∞ = ∞,
a1 = iρ1, a2 = −iρ2. Тогда для любой четверки попарно непересе-
кающихся областей Bq, aq ∈ Bq ⊂ C, q ∈ {0, 1, 2,∞}, справедливо
неравенство

[r (B0, 0) r (B∞,∞)]
α1

(
r (B1, a1) r (B2, a2)

|a1 − a2|2

)α2

6 I
(0)
4 (α1, α2) =

=
[
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)

∞ ,∞
)]α1

·




r
(
B

(0)
1 , iρ

)
r
(
B

(0)
2 ,−iρ

)

4ρ2




α2

,

B
(0)
q , q ∈ {0, 1, 2,∞}, — круговые области квадратичного дифферен-

циала

Q1(w)dw2 = −
w4 + 2(1 − 2α2

α1
)ρ2w2 + ρ4

w2(w2 + ρ2)2
dw2,

0 ∈ B0
0 , ∞ ∈ B0

∞, iρ ∈ B0
1 , −iρ ∈ B0

2 .
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Знак равенства здесь достигается тогда и только тогда, когда
aq и B̃q, q ∈ {0, 1, 2,∞} являются, соответственно, полюсами
и круговыми областями квадратичного дифференциала Q1(w)dw2,

cap B̃q \ Bq = 0, q ∈ {0, 1, 2,∞}.
В следующей теореме n — натуральное число, n > 3.

Теорема 4.1.2. Каковы бы ни были точки a1, . . . , a2n ∈ ∂U ,
a2n+1 := a1, и попарно непересекающиеся области B1, . . . , B2n ⊂ C

такие, что 0 6 arg a1 < . . . < arg a2n < 2π, a2k−1 ∈ B2k−1 и a2k ∈
B2k ⊂ {z ∈ C : arg a2k−1 < arg z < arg a2k+1}, k = 1, n, имеет место
неравенство

n∏

k=1

(r(B2k−1, a2k−1))
α1 (r(B2k, a2k))

α2
6

(
4

n

)n(α1+α2) (
I0
4 (α1, α2)

)n/2
,

(4.1.4)
знак равенства в котором достигается в том и только в том слу-
чае, когда выполнены равенства cap B̃k \ Bk = 0 и существует вра-
щение S плоскости C относительно начала координат O, перево-
дящее точки ak и области B̃k, k = 1, 2n, соответственно в полюса
и круговые области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = wn−2 (α2 − α1)w
2n − 2(α2 + α1)w

n + (α2 − α1)

(w2n − 1)2
dw2,

(4.1.5)
и такое, что S(a1) = 1.

В работе [153] показано, что теорема 4.1.2 останется в силе, если
в ее формулировке заменить условие B2k ⊂ {z ∈ C : arg a2k−1 <
arg z < arg a2k+1}, k = 1, n, на односвязность всех областей Bk. Более
общий результат получен в п. 4.2.1, теорема 4.2.2.

4.1.2. Вспомогательные результаты. Пусть G — открытое
множество в C, ϕ0 ∈ [0, 2π), (r, ϕ) — полярные координаты в проколо-
той плоскости C\{0} комплексного переменного z: z = r exp iϕ, r > 0,
ϕ ∈ [0, 2π). Напомним (см., например, [229]), что круговая симметри-
зация множества G с центром в начале координат O относительно
луча lϕ0

:= {ϕ = ϕ0} определяется как множество G∗, полученное
из G следующим образом: O ∈ G∗ ↔ O ∈ G; для каждого ρ > 0 пе-
ресечение множества G∗ с окружностью Cρ := {r = ρ} состоит либо
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из окружности Cρ при Cρ ⊂ G, либо пусто — при Cρ

⋂
G = ∅, если

же не выполнен ни один из перечисленных выше случаев, то явля-

ется дугой
{

r = ρ,
∣∣ϕ − ϕ0

∣∣ < d
2ρ

}
, где d — сумма длин дуг множе-

ства Cρ

⋂
G. Отметим следующие свойства круговой симметризации

с центром в точке O относительно луча lϕ0
(см., например, [229]):

1) круговая симметризация открытого множества является
открытым множеством;

2) круговая симметризация области G является областью, и для
каждой точки a ∈ G

⋂
lϕ0

внутренние радиусы области G и сим-
метризованной области G∗ удовлетворяют неравенству r(G, a) 6

r(G∗, a);
3) круговая симметризация односвязной области G является

односвязной областью, при этом, как показал Дж. Дженкинс [303,
304], если a ∈ G

⋂
lϕ0

, то равенство r(G, a) = r(G∗, a) возможно в
том и только в том случае, когда области G и G∗ совпадают.

В доказательстве теоремы 4.1.1 будет использован вспомогатель-
ный результат, для формулировки которого введем следующие обо-
значения.

Пусть ϕ ∈
(
0, π

2

]
. Через ∆(ϕ) обозначим множество, элемента-

ми которого являются всевозможные упорядоченные четверки δ =
(B1, B2, B3, B4) попарно непересекающиеся односвязных областей в
C таких, что 1 ∈ B1, eiϕ ∈ B2, −1 ∈ B3, e−iϕ ∈ B4. На множе-
стве ∆(ϕ) рассмотрим функционал J , действие которого на элемент
δ = (B1, B2, B3, B4) ∈ ∆(ϕ) определяется равенством

J(δ) = (r(B1, 1) · r(B3,−1))
α1 ·

(
r(B2, e

iϕ) · r(B4, e
−iϕ)

)α2
.

В принятых обозначениях имеет место лемма.

Лемма 4.1.1. Справедливы следующие утверждения:
1) существует единственный элемент δ0 = (B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4) ∈

∆(ϕ) такой, что
sup

δ∈∆(ϕ)

J(δ) = J(δ0);

2) экстремали δ0 соответствует единственный (с точностью
до положительного постоянного множителя) квадратичный диф-
ференциал

Q(w)dw2 =
P (w)

(w2 − 1)2(w2 − e2iϕ)2
dw2, (4.1.6)
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где P (w) — полином не выше четвертой степени, при этом точки
a0
1 = 1, a0

2 = eiϕ, a0
3 = −1, a0

4 = e−iϕ и области B0
1 , B0

2 , B0
3 , B0

4

являются соответственно полюсами и круговыми областями ква-

дратичного дифференциала (4.1.6), а замыкание множества
4⋃

p=1
B0

p

совпадает с расширенной комплексной плоскостью C;
3) для каждого p = 1, 2, 3, 4 в некоторой окрестности точки a0

p

имеет место разложение

Q(w)dw2 =

(
− µp

(w − a0
p)

2
+ . . .

)
dw2,

где µ1 = µ3 = α1, µ2 = µ4 = α2;
4) каждая функция w = fp(ζ), fp(0) = a0

p, реализующая одноли-
стное и конформное отображение единичного круга U на область
B0

p, удовлетворяет дифференциальному уравнению

Q(w)dw2 = −µp

(
dz

z

)2

, (p = 1, 2, 3, 4);

5) экстремальные области B0
1 , B0

2 , B0
3 и B0

4 симметричны отно-
сительно единичной окружности ∂U ;

6) структура траекторий квадратичного дифференциала (4.1.6)
обладает центральной симметрией.

Доказательство. Вначале рассмотрим следующую вспомога-
тельную задачу: для заданного ϕ ∈

(
0, π

2

]
на множестве всех пар

(B1, B2) непересекающихся односвязных областей B1 ∋ 1 и B2 ∋ e2iϕ

таких, что C\(B1

⋃
B2) ⊃ {0,∞} (в дальнейшем мы называем та-

кую пару допустимой), найти точную верхнюю грань M величины
rα1(B1, 1) · rα2(B2, e

2iϕ) (rα(B, a) := [r(B, a)]α). Покажем, прежде
всего, что M < ∞ и

M = rα1(B0
1 , 1) · rα2(B0

2 , e2iϕ) (4.1.7)

для единственной допустимой пары (B0
1 , B0

2). С этой целью для прои-
звольной допустимой пары (B1, B2) обозначим через f1(z) и f2(z)
функции, реализующие однолистные и конформные отображения
единичного круга U на области B1 и B2 соответственно, при этом
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f1(0) = 1, f2(0) = e2iϕ, fk(z) 6= 0 ∀ z ∈ U , k = 1, 2. По теореме Кебе
(см., например, [104]) для каждой точки w ∈ ∂f1(U) выполняется
неравенство

[r(B1, 1)]−1
∣∣w − 1

∣∣ >
1

4
,

откуда

r(B1, 1) 6
∣∣1 − e2iϕ

∣∣.

Аналогично,

r(B2, e
2iϕ) 6

∣∣1 − e2iϕ
∣∣,

и значит,

rα1(B1, 1) · rα2(B2, e
2iϕ) 6

∣∣1 − e2iϕ
∣∣α1+α2

.

Поскольку последнее справедливо для произвольной допустимой
пары (B1, B2), то

M 6
∣∣1 − e2iϕ

∣∣α1+α2
< ∞.

Пусть {(Bn
1 , Bn

2 )}∞n=1 — последовательность допустимых пар
областей, для которой

lim
n→∞

rα1(Bn
1 , 1) · rα2(Bn

2 , e2iϕ) = M,

и пусть при каждом n = 1, 2, . . . функции fn
1 (z) и fn

2 (z) реализуют
однолистные и конформные отображения круга U на области Bn

1

и Bn
2 соответственно, при этом fn

1 (0) = 1, fn
2 (0) = e2iϕ, fn

k (z) 6= 0
∀ z ∈ U , k = 1, 2. Последнее условие означает, что каждая из по-
следовательностей функций {fn

1 (z)}∞n=1 и {fn
2 (z)}∞n=1 является нор-

мальным семейством и, по теореме Монтеля (см. [92]), существует
возрастающая последовательность натуральных чисел {n(k)}∞k=1 та-

кая, что каждая из подпоследовательностей функций {fn(k)
1 (z)}∞k=1

и {fn(k)
2 (z)}∞k=1 равномерно сходится в круге U либо к некоторой ре-

гулярной функции, либо к ∞. Случай сходимости к ∞ исключается
тем, что fn

1 (0) = 1 и fn
2 (0) = e2iϕ для всех n = 1, 2, . . ., поэтому

функции f0
1 (z) = lim

k→∞
f

n(k)
1 (z) и f0

2 (z) = lim
k→∞

f
n(k)
2 (z) регулярны и

однолистны в круге U , области B0
1 = f0

1 (U) и B0
2 = f0

2 (U) не пересе-
каются и удовлетворяют равенству (4.1.7). Для дальнейшего иссле-
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дования экстремальной пары (B0
1 , B0

2) применим известную вариа-
ционную формулу

wε = w + εw
(w − 1)(w − e2iϕ)

(w − w1)(w − w2)
,

(см. [92]), где w1, w2 ∈ C\{0, 1, e2iϕ}, w1 6= w2. Функция wε(w) регу-
лярна в C\{w1, w2}, а 0, 1, e2iϕ — ее неподвижные точки, и при до-
статочно малых комплексных ε она будет однолистной в C\{w1, w2}
(см. [92]). Если же w1 и w2 являются внутренними точками множе-

ства C\
(
B0

1

⋃
B0

2

)
, то отсюда будет следовать, что при достаточно

малых комплексных ε функции

fε
1 (z) = f0

1 (z) + εf0
1 (z)

(f0
1 (z) − 1)(f0

1 (z) − e2iϕ)

(f0
1 (z) − w1)(f0

1 (z) − w2)

и

fε
2 (z) = f0

2 (z) + εf0
2 (z)

(f0
2 (z) − 1)(f0

2 (z) − e2iϕ)

(f0
2 (z) − w1)(f0

2 (z) − w2)

конформно и однолистно отображают круг U соответственно на
области Bε

1 и Bε
2, образующие допустимую пару, и

∣∣(fε
1 )′(0)

∣∣ =
∣∣(f0

1 )′(0)
∣∣
{

1 + Re
ε(1 − e2iϕ)

(1 − w1)(1 − w2)

}
,

∣∣(fε
2 )′(0)

∣∣ =
∣∣(f0

2 )′(0)
∣∣
{

1 + Re
εe2iϕ(e2iϕ − 1)

(e2iϕ − w1)(e2iϕ − w2)

}
.

И отсюда будет вытекать, что

rα1(Bε
1, 1) · rα2(Bε

2, e
2iϕ) =

∣∣(fε
1 )′(0)

∣∣α1
∣∣(fε

2 )′(0)
∣∣α2

=

=
∣∣(f0

1 )′(0)
∣∣α1

∣∣(f0
2 )′(0)

∣∣α2×

×
{

1 + |ε|eiθ

[
α1(1 − e2iϕ)

(1 − w1)(1 − w2)
+

α2e
2iϕ(e2iϕ − 1)

(e2iϕ − w1)(e2iϕ − w2)

]
+ O(ε2)

}

при ε → 0, где ε = |ε|eiθ. Используя экстремальное свойство пары
(B0

1 , B0
2), заключаем, что при всех θ ∈ [0, 2π) справедливо равенство

Re

{
eiθ

[
α1(1 − e2iϕ)

(1 − w1)(1 − w2)
+

α2e
2iϕ(e2iϕ − 1)

(e2iϕ − w1)(e2iϕ − w2)

]}
6 0,
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и значит,
α1(1 − e2iϕ)(w1 − e2iϕ)(w2 − e2iϕ)+

(4.1.8)

+α2e
2iϕ(e2iϕ − 1)(w1 − 1)(w2 − 1) = 0

для всех w1, w2, принадлежащих внутренности множества

C\
(
B0

1

⋃
B0

2

)
. Положим w1 = w, w2 = w + h. Далее, разлагая

левую часть равенства (4.1.8) по степеням w, непосредствен-
ным вычислением находим, что коэффициент при w2 равен
(α1 − α2e

2iϕ)(1 − e2iϕ) 6= 0, что невозможно. Полученное проти-

воречие показывает, что множество C\
(
B0

1

⋃
B0

2

)
не содержит

внутренних точек.
Пусть теперь точки w1 = f1(z1) и w2 = f1(z2) принадлежат обла-

сти B1, z1, z2 ∈ U , z1 6= z2. Рассмотрим функцию

f1,ε(z) = f0
1 (z) + ε

f0
1 (z)

(
f0
1 (z) − 1

) (
f0
1 (z) − e2iϕ

)

(f0
1 (z) − w1) (f0

1 (z) − w2)
= gε

(
f0
1 (z)

)
,

(4.1.9)
где

gε(w) := w + εw
(w − 1)(w − e2iϕ)

(w − w1)(w − w2)
= w

(
1 + ε

(w − 1)(w − e2iϕ)

(w − w1)(w − w2)

)
.

(4.1.10)
При достаточно малых ε функция (4.1.9) однолистна и регулярна в
некотором кольце r < |z| < 1 (r > 0). Обозначим через Bε

1 область,
полученнную присоединением к образу кольца r < |z| < 1 при ото-
бражении f1,ε замкнутой области, внутренней по отношению к обра-
зу окружности |z| = r при этом отображении. Применяя к фун-
кции f1,ε вариационную лемму Г.М. Голузина (см. [92]), заключаем,
что существует однолистное конформное отображение fε

1 круга U на
область Bε

1 такое, что при всех z ∈ U справедливо асимптотическое
равенство

fε
1 (z) = f0

1 (z) + ε
f0
1 (z)

(
f0
1 (z) − 1

) (
f0
1 (z) − e2iϕ

)

(f0
1 (z) − w1) (f0

1 (z) − w2)
−

−εz
(
f0
1

)′
(z)

w1(w1 − 1)(w1 − e2iϕ)

[z1 (f0
1 )

′
(z1)]2(w1 − w2)

· z1

z − z1
−
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−εz
(
f0
1

)′
(z)

w2(w2 − 1)(w2 − e2iϕ)

[z2 (f0
1 )

′
(z2)]2(w2 − w1)

· z2

z − z2
+ (4.1.11)

+εz
(
f0
1

)′
(z)

w1(w1 − 1)(w1 − e2iϕ)

[z1 (f0
1 )

′
(z1)]2(w1 − w2)

· zz1

1 − zz1
+

+εz
(
f0
1

)′
(z)

w2(w2 − 1)(w2 − e2iϕ)

[z2 (f0
1 )

′
(z2)]2(w2 − w1)

· zz2

1 − zz2
+ O(ε2), ε → 0.

При достаточно малых ε функция

fε
2 (z) := gε

(
f0
2 (z)

)
= f0

2 (z) + ε
f0
2 (z)

(
f0
2 (z) − 1

) (
f0
2 (z) − e2iϕ

)

(f0
2 (z) − w1) (f0

2 (z) − w2)
(4.1.12)

однолистно отображает круг U на односвязную область Bε
2, причем

из соотношений (4.1.9), (4.1.10) и (4.1.12) очевидным образом следу-
ет, что пара (Bε

1, B
ε
2) будет допустимой (при малых ε). Положим, что

k∗ = 1 при k = 2 и k∗ = 2 при k = 1. Из (4.1.11) и (4.1.12) получаем
соотношения

∣∣(fε
1 )

′
(0)

∣∣ =
∣∣(f0

1

)′
(0)

∣∣ ·
∣∣∣1 + ε

1 − e2iϕ

(1 − w1)(1 − w2)
+

+ε

2∑

k=1

f0
1 (zk)

(
f0
1 (zk) − 1

) (
f0
1 (zk) − e2iϕ

)

(wk − wk∗)
(
zk (f0

1 )
′
(zk)

)2 + O(ε2)
∣∣∣, ε → 0,

∣∣(fε
2 )

′
(0)

∣∣ =
∣∣(f0

2

)′
(0)

∣∣ ·
∣∣∣∣1 + ε

e2iϕ(e2iϕ − 1)

(e2iϕ − w1)(e2iϕ − w2)

∣∣∣∣ ,

которые влекут за собой следующую цепочку равенств:

rα1(Bε
1, 1) · rα2(Bε

2, e
2iϕ) =

∣∣(fε
1 )

′
(0)

∣∣α1 ·
∣∣(fε

2 )
′
(0)

∣∣α2
=

=
∣∣∣
(
f0
1

)′
(0)

∣∣∣
α1

·
∣∣∣
(
f0
2

)′
(0)

∣∣∣
α2

×

×
{

1 + Re ε

[
α1

1 − e2iϕ

(1 − w1)(1 − w2)
+ α2

e2iϕ(e2iϕ − 1)

(e2iϕ − w1)(e2iϕ − w2)
+
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+α1

2∑

k=1

f0
1 (zk)

(
f0
1 (zk) − 1

) (
f0
1 (zk) − e2iϕ

)

(wk − wk∗)
(
zk (f0

1 )
′
(zk)

)2


 + O(ε2)





, ε → 0.

Поскольку

∣∣∣
(
f0
1

)′
(0)

∣∣∣
α1

∣∣∣
(
f0
2

)′
(0)

∣∣∣
α2

= rα1(B0
1 , 1) · rα2(B0

2 , e2iϕ),

то имеет место равенство

α1

f0
1 (z1)

(
f0
1 (z1) − 1

) (
f0
1 (z1) − e2iϕ

)

(w1 − w2)
(
z1 (f0

1 )
′
(z1)

)2 −

−α1

f0
1 (z2)

(
f0
1 (z2) − 1

) (
f0
1 (z2) − e2iϕ

)

(w1 − w2)
(
z2 (f0

1 )
′
(z2)

)2 +

+
α1(1 − e2iϕ)

w1 − w2

[
1

w2 − 1
− 1

w1 − 1

]
+

+
α2e

2iϕ(e2iϕ − 1)

w1 − w2

[
1

w2 − e2iϕ
− 1

w1 − e2iϕ

]
= 0.

Осуществим в последнем равенстве замену переменной w1 = w + h,
w2 = w и перейдем к пределу при h → 0. Тогда последовательно
получаем:

d

dw


α1

w(w − 1)(w − e2iϕ)
(
z (f0

1 )
′
(z)

)2 − α1
1 − e2iϕ

w − 1
− α2

e2iϕ(e2iϕ − 1)

w − e2iϕ


 = 0,

α1
w(w − 1)(w − e2iϕ)

(
z (f0

1 )
′
(z)

)2 = α1
1 − e2iϕ

w − 1
+ α2

e2iϕ(e2iϕ − 1)

w − e2iϕ
+ const.

В терминах квадратичных дифференциалов это означает, что
функция w = f0

1 (z) удовлетворяет уравнению

−α1
dz2

z2
=

P1(w)dw2

w(w − 1)2(w − e2iϕ)2
,
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где P1 — полином второй степени, а вблизи точек w = 1 и w = e2iϕ

имеют место разложения

P1(w)dw2

w(w − 1)2(w − e2iϕ)2
=

[
− α1

(w − 1)2
+ . . .

]
dw2 (4.1.13)

и
P1(w)dw2

w(w − 1)2(w − e2iϕ)2
=

[
− α2

(w − e2iϕ)2
+ . . .

]
dw2. (4.1.14)

Аналогично, функция w = f0
2 (z) удовлетворяет уравнению

−α2
dz2

z2
=

P2(w)dw2

w(w − 1)2(w − e2iϕ)2
,

где P2 — полином второй степени, и вблизи точек w = 1 и w =
e2iϕ имеют место разложения (4.1.14) и (4.1.15) с заменой P1 на P2.
Таким образом, области B0

1 и B0
2 являются круговыми областями

квадратичных дифференциалов

P1(w)dw2

w(w − 1)2(w − e2iϕ)2
(4.1.15)

и
P2(w)dw2

w(w − 1)2(w − e2iϕ)2
(4.1.16)

соответственно. Покажем, что на самом деле P1 ≡ P2 в C. Для это-
го воспользуемся структурными теоремами для квадратичных диф-
ференциалов (см. [104], а также теоремы 2.1.2, 2.1.4 и 2.1.5 дан-
ной работы), применение которых показывает, что общая граница
Γ = C\(B0

1

⋃
B0

2) областей B0
1 и B0

2 состоит из конечного числа ана-
литических кривых, которые являются траекториями обоих квадра-
тичных дифференциалов (4.1.15) и (4.1.16) с концами в особых то-
чках (нулях и полюсах) дифференциалов (4.1.15) и (4.1.16), при этом
нули этих дифференциалов, принадлежащие Γ, совпадают между со-
бой. Отсюда и из определения траектории квадратичного дифферен-

циала следует, что функция P2(w)
P1(w) является голоморфной в области

B0
1 , непрерывна на ее замыкании, не имеет нулей и принимает только

вещественные значения на Γ = ∂B0
1 . Значит, по принципу максимума
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для гармонических функций, мнимая часть функции P2(w)
P1(w) тожде-

ственно равна нулю в B0
1 , и поэтому P2 ≡ cP1, где c — вещественный

положительный множитель. Сравнивая разложения дифференциа-
лов (4.1.15) и (4.1.16) вблизи точек w = 1 и w = e2iϕ, заключаем,
что c = 1 и P1 ≡ P2. Таким образом, B0

1 и B0
2 являются круговыми

областями квадратичного дифференциала (4.1.15), B0
1

⋃
B0

2 = C. По
теореме Дженкинса [104], отсюда следует, что каковы бы ни были
непересекающиеся односвязные области B1 ∋ 1 и B2 ∋ e2iϕ такие,
что C\(B1

⋃
B2) ⊃ {0,∞}, справедливо неравенство

rα1(B1, 1) · rα2(B2, e
2iϕ) 6 rα1(B0

1 , 1) · rα2(B0
2 , e2iϕ),

знак равенства в котором реализуется в том и только в том случае,
когда B1 = B0

1 и B2 = B0
2 . Теперь, чтобы получить утверждение

леммы 4.1.1, нужно рассмотреть квадратичный дифференциал

Q(t)dt2 =
4P1(t

2) dt2

(t2 − 1)2(t2 − e2iϕ)2
,

который при отображении w = t2 переводится в квадратичный диф-
ференциал (4.1.6). Тогда вблизи полюсов t = ±1 и t = ±eiϕ, справе-
дливы разложения

Q(t)dt2 =

[
− α1

(t ± 1)2
+ . . .

]
dt2

и

Q(t)dt2 =

[
− α2

(t ± e2iϕ)2
+ . . .

]
dt2.

Отсюда при помощи вышеупомянутой теоремы Дженкинса [104] по-
лучаем все утверждения леммы 4.1.1.

4.1.3. Доказательство теоремы об оценке инвариантно-
го функционала с четырьмя свободными полюсами на окру-
жности. Пусть ∆ — множество, состоящее из всех упорядоченных
восьмерок δ = (B1, B2, B3, B4, a1, a2, a3, a4), где B1, B2, B3, B4 — по-
парно непересекающиеся (вообще говоря, многосвязные) области в
C, a1, a2, a3, a4 — точки на единичной окружности ∂U такие, что
0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π и ak ∈ Bk, k = 1, 4. Мы
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рассматриваем множество ∆(ϕ) (ϕ ∈ (0, π
2 ]) как подмножество ∆ по-

средством отождествления каждого элемента (B1, B2, B3, B4) ∈ ∆(ϕ)
(ϕ ∈ (0, π

2 ]) с элементом (B1, B2, B3, B4, 1, eiϕ,−1,−eiϕ) ∈ ∆. Далее,
на множестве ∆ рассмотрим функционал J , действие которого на
элемент δ = (B1, B2, B3, B4, a1, a2, a3, a4) ∈ ∆ определяется равен-
ством

J(δ) :=

(
r(B1, a1) · r(B3, a3)∣∣a1 − a3

∣∣2

)α1

·
(

r(B2, a2) · r(B4, a4)∣∣a2 − a4

∣∣2

)α2

.

По классической теореме М.А. Лаврентьева [158], каковы бы ни
были точки a1, a2 ∈ C и непересекающиеся односвязные области
B1, B2 ⊂ C такие, что a1 ∈ B1 и a2 ∈ B2, справедливо неравенство

r(B1, a1) · r(B2, a2) 6
∣∣a1 − a2

∣∣2. Но предположение об односвязности
областей B1 и B2 в этой теореме можно опустить. Отсюда следует,
что J0 := sup

δ∈∆
J(δ) 6 1. Пусть {δn}∞n=1 — последовательность элемен-

тов множества ∆, для которой lim
n→∞

J(δn) = J0. Для произвольного

элемента δ = (B1, B2, B3, B4, a1, a2, a3, a4) ∈ ∆ неевклидовы геодези-
ческие, соединяющие a1 c a3 и a2 с a4, пересекаются в единственной
точке b ∈ D. Тогда отображение t = eiθ(w − b)(1− bw)−1, 0 6 θ < 2π,
является автоморфизмом круга D, t(a1) = t(−a3), t(a2) = −t(−a4),
при этом параметр θ можно выбрать так, что t(a1) = 1, а выполняя,
в случае необходимости, циклическую перенумерацию точек a1, a2,
a3, a4 и областей B1, B2, B3, B4, можно, очевидно, считать, что
t(a2) = eiϕ, где ϕ ∈

(
0, π

2

]
.

Далее, функционал J инвариантен относительно дробно-
линейных автоморфизмов расширенной плоскости C, а с другой
стороны, из леммы 4.1.1 и из теоремы В.Н. Дубинина [110] сле-
дует, что для любого ϕ ∈

(
0, π

2

]
точная верхняя грань величины

(r(B1, 1) · r(B3,−1))α1 · (r(B2, e
iϕ) · r(B4, e

−iϕ))α2 на множестве всех
попарно непересекающихся (вообще говоря, многосвязных) областей
B1, B2, B3, B4 ⊂ C таких, что 1 ∈ B1, eiϕ ∈ B2, −1 ∈ B3, −eiϕ ∈ B4,
конечна и достигается на некоторой четверке односвязных областей.
Поэтому можно без ограничения общности полагать, что для всех
n = 1, 2, . . . элемент δn принадлежит при некотором ϕn ∈ (0, π

2 ] мно-
жеству ∆(ϕn). Переходя, если необходимо, к подпоследовательно-
сти, можно также считать, что существует предел lim

n→∞
ϕn =: ϕ0, и
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ϕ0 ∈ (0, π
2 ] (в противном случае должно быть J0 = 0). Далее, так

же, как и в доказательстве леммы 4.1.1, используя теорему Монте-
ля о нормальных семействах функций, можем показать, что суще-
ствует элемент δ0 = (B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4 , a0

1, a
0
2, a

0
3, a

0
4) ∈ ∆(ϕ0) такой, что

J(δ0) = J0. Для получения дополнительной информации об экстре-
мальном элементе δ0 применим вариационную формулу Дюрена–
Шиффера [278]

wρ,w0 = wρ,w0(w) = w+
Aρ2

w0
· w

w − w0
−Aρ2

w0
· w2

1 − ww0
+O(ρ3), ρ → 0,

(4.1.17)
где ρ — достаточно малый вещественный положительный параметр,
w0 ∈ C, A = A(ρ) — параметр граничной вариации, ρ−3|O(ρ3)| —
величина, равномерно ограниченная на каждом компактном под-
множестве области C\{w0, (w0)

−1}. Кроме того, для всех w0 ∈ C,
w ∈ ∂U\{w0} и ρ > 0 выполняется условие wρ,w0(w) ∈ ∂U . Далее, как
и при доказательстве леммы 4.1.1, обозначим через f0

k (z) функцию,
реализующую конформное и однолистное отображение круга D на
область B0

k с f0
k (0) = a0

k, k = 1, 4. Рассмотрим варьированные фун-
кции fρ,w0

k (z) := wρ,w0(f0
k (z)), и пусть Bρ

k = fρ,w0

k (D), aρ
k = fρ,w0

k (0),

k = 1, 4. Здесь w0 ∈ C\
(⋃4

k=1 B0
k

)
. Из равенства (4.1.17) получаем,

что

(fρ
k )′(0) = (f0

k )′(0)





1 − Aρ2

(a0
k − w0)2

− Aρ2

w0
· 2a0

k − w0(
a0

k − w0

)2 + O(ρ3)





при ρ → 0. Но поскольку для односвязных областей гиперболиче-
ского типа внутренний радиус совпадает с конформным, и при всех
c ∈ C имеет место равенство

∣∣1 − cρ2
∣∣ = 1 − ρ2Re c + o(ρ3), ρ ∈ R, ρ → 0+, (4.1.18)

то отсюда следует, что

r (Bρ
k , aρ

k) = r
(
B0

k, a0
k

) {
1 − ρ2Re

2Aa0
k

w0(a0
k − w0)2

+ O(ρ3)

}
, ρ → 0.

(4.1.19)
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Пользуясь тем, что a0
1, a0

2, a0
3, a0

4 ∈ T и a0
1 + a0

3 = a0
2 + a0

4 = 0,
из (4.1.17) и (4.1.18) легко заключить, что при ρ → 0 имеют место
равенства

∣∣aρ
1 − aρ

3

∣∣ =
∣∣a0

1 − a0
3

∣∣(1 + O(ρ3)),
∣∣aρ

2 − aρ
4

∣∣ =
∣∣a0

2 − a0
4

∣∣(1 + O(ρ3)).

Вместе с (4.1.19) это дает следующее равенство для значения
функционала J на элементе δρ = (Bρ

1 , Bρ
2 , Bρ

3 , Bρ
4 , aρ

1, a
ρ
2, a

ρ
3, a

ρ
4), при-

надлежность которого к множеству ∆ при малых значениях пара-
метра ρ непосредственно вытекает из свойств вариации Дюрена–
Шиффера (4.1.17):

J(δρ) = J(δ0)
{
1 − 2ρ2 ×

×Re

(
A

w0

[
α1a

0
1

(a0
1 − w0)

2 +
α2a

0
2

(a0
2 − w0)

2 +
α1a

0
3

(a0
3 − w0)

2 +
α2a

0
4

(a0
4 − w0)

2

])
+

+ O
(
ρ3

)}
, ρ → 0.

Пользуясь тем, что элемент δ0 реализует максимум функционала
J на множестве ∆, отсюда получаем, что при любых допустимых
значениях w0 и параметра A(ρ) справедливо неравенство

2Re

(
A(ρ)

w0

[
α1a

0
1

(a0
1 − w0)2

+
α2a

0
2

(a0
2 − w0)2

+
α1a

0
3

(a0
3 − w0)2

+
α2a

0
4

(a0
4 − w0)2

])
+

+O(ρ) > 0,

из которого по основной лемме метода граничной вариации Шиффе-

ра (см. [339]) вытекает, что множество C\
4⋃

k=1

B0
k является замыка-

нием объединения конечного числа траекторий квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 =

= −2

[
α1a

0
1

(a0
1 − w)2

+
α2a

0
2

(a0
2 − w)2

+
α1a

0
3

(a0
3 − w)2

+
α2a

0
4

(a0
4 − w)2

]
dw2

w
=

(4.1.20)

= −8e2iϕ0

(
α2 + e−2iϕ0α1

)
w4 − 2(α2 + α1)w

2 +
(
α2 + e2iϕ0α1

)

(w2 − 1)2 (w2 − e2iϕ0)
2 dw2.
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Уже отсюда вытекает, что для этого дифференциала справедливо
равенство Q(−w)d(−w)2 = Q(w)dw2, а структура его траекторий
обладает симметрией относительно окружности ∂U и центральной
симметрией относительно начала координат O.

Теперь доказательство первого утверждения теоремы 4.1.1 за-
вершается аналогично тому, как это было сделано в работе [28].
Для этого проводим следующую круговую симметризацию экстре-
мальных областей B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4 с центром в начале координат O:

при каждом k = 1, 2, 3, 4 область B0
k симметризуется относительно

луча {z = te(k−1) π
2 : t > 0}; полученную таким образом область

обозначим через B∗
k . Положим a∗

1 = 1, a∗
2 = i, a∗

3 = −1, a∗
4 = −i.

После этого, пользуясь известными свойствами круговой симметри-
зации, приведенными в первой части работы, заключаем, что при
каждом k ∈ {1, 2, 3, 4} область B∗

k односвязна и справедливо нера-
венство r(B0

k, a0
k) 6 r(B∗

k , a∗
k), откуда получаем, что для элемента

δ∗ = (B∗
1 , B∗

2 , B∗
3 , B∗

4 , a∗
1, a

∗
2, a

∗
3, a

∗
4) ∈ ∆

(
π
2

)
выполнена цепочка со-

отношений J0 = J(δ0) 6 J(δ∗) 6 J(δ1) 6 J0, где элемент δ1 =
(B1

1 , B1
2 , B1

3 , B1
4 , a1

1, a
1
2, a

1
3, a

1
4) ∈ ∆

(
π
2

)
выбран таким образом, что на

нем достигается максимум функционала J на множестве ∆
(

π
2

)
. Сле-

довательно, имеют место равенства J(δ0) = J(δ∗) = J(δ1) = J0, пер-
вое из которых влечет, что r(B0

k, a0
k) = r(B∗

k , a∗
k), k = 1, 4, а второе — в

силу утверждения первого пункта леммы 4.1.1 о единственности эк-
стремали — дает совпадение экстремалей δ∗ и δ1. Отсюда и из приве-
денного в первой части настоящей работы результата Дж. Дженкин-
са о единственности при круговой симметризации односвязных обла-
стей, а также с учетом структуры траекторий квадратичного диффе-
ренциала (4.1.20) вытекает что при каждом k ∈ {1, 2, 3, 4} справедли-
вы равенства B0

k = B∗
k и a0

k = a∗
k. Это означает, что ϕ0 = π

2 , квадрати-
чный дифференциал (4.1.20) принимает вид (4.1.1), точки a0

1, a0
2, a0

3,
a0
4 и области B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4 являются соответственно его полюсами и

круговыми областями, и для любых точек a1, a2, a3, a4 ∈ T и для ка-
ждой четверки попарно непересекающиеся между собой областей B1,
B2, B3, B4 ⊂ C таких, что 0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π
и ak ∈ Bk, k = 1, 4, справедливо неравенство (4.1.2). Первое утвер-
ждение теоремы 4.1.1 доказано.

Для завершения доказательства теоремы 4.1.1 осталось изучить
случай равенства в (4.1.2). Пусть δ1 = (B1, B2, B3, B4, a1, a2, a3, a4) —
элемент множества ∆, на котором достигается максимум J0 функци-
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онала J , и пусть {B̃k}4
k=1 — система областей, полученная в результа-

те заполнения системы {Bk}4
k=1, δ̃ = (B̃1, B̃2, B̃3, B̃4, a1, a2, a3, a4). То-

гда J(δ) = J(δ̃) = J0, откуда следуют равенства r(Bk, ak) = r(B̃k, ak),
k = 1, 4. Пусть k ∈ {1, 2, 3, 4}. Тогда при w → a1

k имеют место равен-

ства gB̃k
(w, ak) = − log |w − ak| + log r(B̃k, ak) + o(1) и gBk

(w, ak) =
− log |w − ak| + log r(Bk, ak) + o(1), что свидетельствует о том, что:

1) функция hk(w) := gB̃k
(w, ak)−gBk

(w, ak) — гармонична в обла-
сти Bk;

2) в каждой регулярной точке z ∈ ∂Bk существует неотрицатель-
ный предел lim

w→z,w∈Bk

h(w);

3) h(ak) = 0.
Поскольку каждая точка границы области Bk, исключая, возмо-

жно, множество нулевой емкости, является регулярной, то из обоб-
щенного принципа максимума для гармонических функций выте-
кает, что hk(w) ≡ 0 в области Bk. Если предположить, что ем-

кость (борелевского) множества Ek := B̃k\Bk — положительна, то
в каждой точке z ∈ Ek, за исключением, быть может, некоторо-
го множества E0

k нулевой емкости, существует и равен нулю предел
lim

w→z,w∈Bk

gBk
(w, ak), но в то же время gB̃k

(z, ak) > 0 — ввиду положи-

тельности функции Грина во внутренних точках области. Значит, не-
равенство lim

w→z,w∈Bk

h(w) > 0 справедливо для всех точек z ∈ Ek\E0
k,

и в силу обобщенного принципа максимума для гармонических фун-
кций отсюда вытекает положительность функции hk в области Bk.

Полученное противоречие показывает, что cap Ek = 0. В даль-
нейшем, пользуясь конформной инвариантностью функционала J
и, если нужно, применяя точно так же, как и выше, подходящее
дробно-линейное преобразование, мы будем считать, что при неко-
тором ϕ ∈ (0, π

2 ] справедливы равенства a1 = 1, a2 = eiϕ, a3 = −1,
a4 = −eiϕ.

Проведенные выше рассуждения с использованием леммы
4.1.1, теоремы В.Н. Дубинина [110] и теоремы Дж. Дженкин-
са о единственности при круговой симметризации показывают,
что ϕ = π

2 . Таким образом, у нас есть две экстремали: δ̃ =

(B̃1, B̃2, B̃3, B̃4, 1, i,−1,−i) и δ0 = (B0
1 , B0

2 , B0
3 , B0

4 , 1, i,−1,−i), где
B0

1 , B0
2 , B0

3 , B0
4 — круговые области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2, определяемые равенством (4.1.1) (ak = ik−1 ∈ B0
k, k = 1, 4).



186 Глава4 Экстремальные задачи со свободными полюсами ...

По теореме В.Н. Дубинина [107] отсюда следует, что для каждого
k ∈ {1, 2, 3, 4} существуют такие действительные числа sk и qk, что

функция Грина области B̃k с полюсом в точке ik−1 может быть пред-
ставлена в виде

gB̃k
(w, ik−1) = skIm ζk + qk, (4.1.21)

где ζk = ζk(w) — выбранная надлежащим образом однозначная ветвь

функции
w∫
0

Q
1
2 (w)dw.

Предположим, что δ̃ 6= δ0. Из того, что замыкание объединения
областей B0

1 , B0
2 , B0

3 и B0
4 совпадает с расширенной комплексной

плоскостью и из структурных теорем для квадратичных дифферен-
циалов (см., например, [104]) следует, что найдется траектория γ
квадратичного дифференциала (4.1.1) и номер k ∈ {1, 2, 3, 4} такие,
что:

1) γ не имеет общих точек ни с одной из областей B0
1 , B0

2 , B0
3 и

B0
4 ;

2) множество γ
⋂

B̃k — не пусто.
Не уменьшая общности, будем для определенности считать, что

k = 1. Тогда равенство (4.1.21) показывает, что функция gB̃1
(w, 1) по-

стоянна на множестве γ
⋂

B̃1. Из определения области B̃1 вытекает,
что каждая ее граничная точка является регулярной. Поэтому, если
множество γ

⋂
B̃1 имеет предельные точки на ∂B̃1, то gB̃1

(w, 1) ≡ 0

на γ
⋂

B̃1, что противоречит положительности функции gB̃1
(w, 1)

внутри области B̃1.
Тогда, снова используя структурные теоремы для квадратичных

дифференциалов, делаем заключение, что имеет место один из сле-
дующих двух случаев: либо B̃k = B0

k, k = 1, 4, либо найдется та-
кой номер k ∈ {1, 2, 3, 4}, что все нули квадратичного дифференциа-

ла (4.1.1) принадлежат области B̃k. Предположим, что выполняется
второй из них. Тогда, учитывая вид квадратичного дифференциала
(4.1.1) приходим к выводу, что в случае α1 6= α2 он имеет четыре

простых нуля в области B̃k, которые являются точками ветвления

первого порядка для функции
w∫
0

Q
1
2 (w)dw (в этом легко убедится

при помощи разложения этой функции в ряд Пюизо с центром в
нулях квадратичного дифференциала (4.1.1)), что противоречит во-
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зможности выделения ее однозначной ветви в области B̃k.

Если же α1 = α2, то дифференциал (4.1.1) имеет два нуля вто-
рого порядка в точках w = 0 и w = ∞. В этом случае дослов-
ным повторением рассуждений работы [108] устанавливается нару-
шение принципа максимума для гармонических функций. Таким
образом, показано, что если для попарно непересекающихся обла-
стей B1, B2, B3, B4 ⊂ C и точек a1, a2, a3, a4 ∈ ∂U таких, что
0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π и ak ∈ Bk, k = 1, 4,
имеет место случай равенства в (4.1.2), то выполнены равенства

cap B̃k\Bk = 0, k = 1, 4, и существует такое дробно-линейное ото-
бражение S, являющееся автоморфизмом единичного круга D, что
при k = 1, 4 ak = S(a0

k) и B̃k = S(B0
k), где a0

k и B0
k являются соо-

тветственно полюсами и круговыми областями квадратичного диф-
ференциала (4.1.1).

Из проведенного выше анализа следует и обратное: если для по-
парно непересекающихся областей B1, B2, B3, B4 ⊂ C и точек a1, a2,
a3, a4 ∈ ∂U таких, что 0 6 arg a1 < arg a2 < arg a3 < arg a4 < 2π и
ak ∈ Bk, справедливы равенства cap B̃k\Bk = 0 и существует такое
дробно-линейное отображение S, являющееся автоморфизмом еди-
ничного круга D, что ak = S(a0

k) и B̃k = S(B0
k), k = 1, 4, то в (4.1.1)

имеет место случай равенства. Теорема 4.1.1 доказана.

4.1.4. Доказательство теоремы об оценке функционала
первого типа для 2n-лучевых систем точек на окружности.
Пусть n — натуральное число, n ≥ 3, a1, . . . , a2n — точки на едини-
чной окружности ∂U , a2n+1 := a1, 0 6 arg a1 < · · · < arg a2n < 2π,
B1, . . . , B2n — попарно непересекающиеся области в C такие, что
a2k−1 ∈ B2k−1 и a2k ∈ B2k ⊂ L(a2k−1, a2k+1) := {z ∈ C : arg a2k−1 <
arg z < arg a2k+1}, k = 1, n. Положим σk := 1

π (arg a2k+1 − arg a2k−1),

k = 1, n, σn+1 := σ1. Очевидно, что
n∑

k=1

σk = 2. Пусть ζk(w) —

однозначная ветвь функции
(
e−i arg a2k−1w

) 1
σk , выделяемая услови-

ем ζk(a2k−1) = −i.

Наши дальнейшие рассуждения основаны на применении
кусочно-разделяющего преобразования, предложенного в работах
[108–110]. Для каждого k ∈ {1, . . . , n} функция ζk отображает угол
L(a2k−1, a2k+1) на полуплоскость Im ζ > 0.
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Определим области Gl
k, l = 1, 4, k = 1, n, следующим обра-

зом. Область G1
k является образом области B2k при отображении

ζk; G3
k — область, симметричная области G1

k относительно мни-
мой оси. G2

k являются объединением связной компоненты множе-
ства B2k+1

⋂
L(a2k−1, a2k+1) при отображении ζk с его симметри-

чным отражением относительно мнимой оси. Аналогично строится
область G4

k.
Пусть c1

k = ζk(a2k), c3
k – образ точки c1

k при отражении отно-
сительно мнимой оси, c2

k = i, c4
k = −i, k = 1, n. Из определения

областей G1
k, G2

k, G3
k и G4

k и точек c1
k c2

k, c3
k и c4

k вытекает, что для
всех k = 1, . . . , n эти области попарно не пересекаются и cl

k ∈ Gl
k,

l = 1, 4. Применяя следствие 4.1.2, для всех k = 1, . . . , n получаем
неравенство
(
r(G1

k, c1
k) · r(G3

k, c3
k)

)α1 ·
(
r(G2

k, c2
k) · r(G4

k, c4
k)

)α2
6 4α1+α2M0(α1, α2).

(4.1.22)
Далее, учитывая вид отображения ζk будем иметь следующие

асимптотические равенства:

∣∣ζk(w) − ζk(a2k−1)
∣∣ =

(
1

σk

) ∣∣w − a2k−1

∣∣(1 + o(1))

при w → a2k−1;

∣∣ζk(w) − ζk(a2k+1)
∣∣ =

(
1

σk

) ∣∣w − a2k+1

∣∣(1 + o(1))

при w → a2k+1. Из этих равенств, применяя теорему В.Н. Дубинина
[108], получаем неравенства

r(B2k−1, a2k−1) 6
[
σk · σk−1 · r(G4

k, c4
k) · r(G2

k−1, c
2
k−1)

] 1
2 , k = 1, . . . , n,

(4.1.23)
где G2

0 := G2
n, c2

0 := c2
n = i. С другой стороны, из определения вну-

треннего радиуса вытекают равенства

r(G1
k, c1

k) =
∣∣ζ ′k(a2k)

∣∣ r(B2k, a2k) =
1

σk
r(B2k, a2k), k = 1, . . . , n.

Поскольку r(G1
k, c1

k) = r(G3
k, c3

k) для всех k = 1, . . . , n, то имеют место
соотношения:

r(B2k, a2k) = σk

[
r(G1

k, c1
k) · r(G3

k, c3
k)

] 1
2 , k = 1, . . . , n. (4.1.24)
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Используя (4.1.22) – (4.1.24) и неравенство Коши о среднем ари-
фметическом и среднем геометрическом, получаем цепочку соотно-
шений

(
n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)

)α1

·
(

n∏

k=1

r(B2k, a2k)

)α2

6

(
n∏

k=1

σk

)α1+α2

×

×
n∏

k=1

[(
r(G1

k, c1
k) · r(G3

k, c3
k)

)α1
(
r(G2

k, c2
k) · r(G4

k, c4
k)

)α2
] 1

2

6

6

(
n∏

k=1

σk

)α1+α2

·
(
4α1+α2I0

4 (α1, α2)
)n

2 6

6

(
1

n

n∑

k=1

σk

)n(α1+α2)

·
(
2α1+α2I0

4 (α1, α2)
)n

2 =

(
2

n

)n(α1+α2)

×

×
(
4α1+α2I0

4 (α1, α2)
)n

2 =

(
4

n

)n(α1+α2) (
I0
4 (α1, α2)

)n
2 ,

в которой все неравенства превращаются в равенства тогда и только
тогда, когда для каждого k ∈ {1, . . . , n} выполняются следующие
условия:

1) области G̃1
k, G̃2

k, G̃3
k, G̃4

k и точки c1
k, c2

k, c3
k, c4

k являются соо-
тветственно круговыми областями и полюсами квадратичного диф-
ференциала (4.1.1);

2) cap G̃1
k\G1

k = cap G̃2
k\G2

k = cap G̃3
k\G3

k = cap G̃4
k\G4

k = 0;
3) σk = 2

n .
Выполняя, если необходимо, поворот плоскости C относительно

начала координат O, можно без уменьшения общности считать, что
a1 = 1. В силу определения областей G1

k, G2
k, G3

k, G4
k и точек c1

k, c2
k,

c3
k, c4

k, выполнение условий а) и в) означает, что ak = exp
[
i(k − 1)π

n

]
,

k = 1, 2n, и ζk(w) = (−1)k−1(
√

w+)n, k = 1, n, где
√

w+ — однозна-

чная ветвь функции
√

w, выделяемая условием
√

1+ = 1, а выполне-

ние условий 2) и 3) — что cap B̃k\Bk = 0, k = 1, 2n. Далее, осуществ-
ляя в квадратичном дифференциале (4.1.1) последовательно замены
локальных параметров w = ζ и ζ = w

n
2 , мы получаем квадратичный
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дифференциал (4.1.7), при этом точки ak и области B̃k являются со-
ответственно его полюсами и круговыми областями (k = 1, 2n). Это
завершает доказательство теоремы 4.1.2.

Следующий вспомогательный результат был получен А.Л. Тар-
гонским в [221].

Лемма 4.1.2. Справедливы соотношения

r
(
B

(0)
0 , 0

)
= ρ

√
α1

∣∣√α2 −
√

α1

∣∣ 1
2

(√
α2
α1

−1
)

∣∣√α2 +
√

α1

∣∣ 1
2

(√
α2
α1

+1
) ,

r
(
B(0)

∞ ,∞
)

=
1

ρ

√
α1

∣∣√α2 −
√

α1

∣∣ 1
2

(√
α2
α1

−1
)

(√
α2 +

√
α1

) 1
2

(√
α2
α1

+1
) ,

r
(
B

(0)
k , (−1)k−1iρ

)
= 2ρ

√
α1

∣∣√α2 −
√

α1

∣∣ 1
2

(√
α2
α1

−1
)

(√
α2 +

√
α1

) 1
2

(√
α2
α1

+1
) , k = 1, 2,

I
(0)
4 (α1, α2) =

(
r
(
B

(0)
0 , 0

)
r
(
B(0)

∞ ,∞
))α1

×

×




r
(
B

(0)
1 , iρ

)
r
(
B

(0)
2 ,−iρ

)

4ρ2




α2

=

= αα1
1 αα2

2 |√α1 −
√

α2|−(
√

α1−
√

α2)
2

|√α1 +
√

α2|−(
√

α1+
√

α2)
2

,

B
(0)
q , q ∈ {0, 1, 2,∞} — круговые области квадратичного дифферен-

циала

Q1(w)dw2 = −
w4 + 2(1 − 2α2

α1
)ρ2w2 + ρ4

w2(w2 + ρ2)2
dw2.

Величину I
(0)
4 (α, 1), по-видимому, впервые вычислил В.Н. Дуби-

нин [108], затем — Г.В. Кузьмина [153] и Е.Г. Емельянов [119].

4.2 Оценки функционалов первого типа со свободными
полюсами на окружности для открытых множеств и

неналегающих областей



4.2 Оценки функционалов первого типа со свободными ... 191

4.2.1. Основные утверждения. Пусть D4 есть объединение
всех круговых областей квадратичного дифференциала

Q1(w)dw2 = −
(
(1 +

√
α)w2 + 1 −√

α
) (

(1 −√
α)w2 + 1 +

√
α
)

(w4 − 1)2
dw2,

α ∈ R+, α 6 1.

Теорема 4.2.1. Пусть ak = exp iπ(k−1)
2 , k = 1, 4. Тогда для вся-

кого α ∈ R+, α 6 1 и любого открытого множества B, удовлетво-
ряющего условиям:

1. {ak}4
k=1 ⊂ B ⊂ C,

2. [B(a1)
⋂

B(ap)]
⋃

[B(a3)
⋂

B(aq)] = ∅, для всех p = 2, 3, 4, q =
1, 2, 4; справедливо неравенство

r(B, a1)r(B, a3) · [r(B, a2)r(B, a4) exp 2 gB(a2, a4)]
α

6

(4.2.1)

6 r(D4, a1)r(D4, a3) · [r(D4, a2)r(D4, a4)]
α

,

где знак равества достигается тогда и только тогда, когда B̃ = D4

и cap B̃\B = 0.

Теорема 4.2.1 является усилением одного весьма важного резуль-
тата из [153]. Здесь B̃ определено следующим образом:

B̃ =





4⋃
k=1

B̃(ak), B(a2)
⋂

B(a4) = ∅,

3⋃
k=1

B̃(ak), B(a2) = B(a4),

где
{
B̃(ak)

}4

k=1
— система неналегающих областей, полученная в

результате выполнения операции заполнения несущественных гра-
ничных компонент (см. главу 2) системы неналегающих областей

{B(ak)}4
k=1 относительно системы точек {ak}4

k=1 в случае, когда

B(a2)
⋂

B(a4) = ∅. Если же B(a2) = B(a4), то
{

B̃(ak)
}3

k=1
— си-

стема неналегающих областей, полученная в результате выполнения
операции заполнения системы {B(ak)}3

k=1 относительно системы то-
чек {ak}3

k=1.
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Следствие 4.2.1. При условиях теоремы 4.2.1 справедливо не-
равенство

r(B, a1)r(B, a3) · [r(B, a2)r(B, a4)]
α

6

6 r(D4, a1)r(D4, a3) · [r(D4, a2)r(D4, a4)]
α

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда B̃ = D4 и cap B̃\B = 0.

Следствие 4.2.2. Пусть α > β, α, β ∈ R+. Тогда при условиях
теоремы 4.2.1 выполняется неравенство

[r(B, a1)r(B, a3)]
α · [r(B, a2)r(B, a4)]

β
6

6 [r(D4, a1)r(D4, a3)]
α · [r(D4, a2)r(D4, a4)]

β
.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда B̃ = D4 и cap B̃\B = 0.

Используя теорему 4.2.1, следствие 4.2.2 и разделяющее преобра-
зование ( [108–110]) получаем следующий результат.

Теорема 4.2.2. Пусть n ∈ N, n > 3, α ∈ (0, 1). Для любой 2n-
лучевой системы точек A2n = {ak}2n

k=1, расположенной на ∂U , и

любой системы попарно непересекающихся областей {Bk}2n
k=1, ak ∈

Bk ⊂ C, k = 1, 2n, справедливо неравенство

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k) 6

6

[
n∏

k=1

αk

(
{a2p−1}n

p=1

)
]1+α

[r(D4, 1)r(D4,−1) · [r(D4, i)r(D4,−i)]
α
]

n
2 .

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда ak и B̃k, k = 1, 2n, являются, соответственно, полю-
сами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = wn−2 (α − 1)w2n − 2(1 + α)wn + (α − 1)

(w2n − 1)2
dw2. (4.2.2)

.
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Теорема 4.2.2 усиливает и обобщает теорему 2.3.11.

Полюсы и круговые области дифференциала (4.2.2) обозначим
a0

k, B0
k, k = 1, 2n.

Следствие 4.2.3. При условиях теоремы 4.2.2 выполняется не-
равенство

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k) 6

n∏

k=1

r(B0
2k−1, a

0
2k−1)r

α(B0
2k, a0

2k).

Знак равенства достигается тогда и только тогда, когда ak и B̃k,
k = 1, 2n, являются, соответственно, полюсами и круговыми обла-
стями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = wn−2 (α − 1)w2n − 2(1 + α)wn + (α − 1)

(w2n − 1)2
dw2.

Следствие 4.2.3 обобщает теорему 2.3.11.

4.2.2. Доказательство теоремы об оценке функционала
первого типа с четырьмя фиксированными полюсами на
окружности. Из условия 2 теоремы 4.2.1 получаем, что область
B обладает обобщенной функцией Грина gB(w, a). Дальнейшие рас-
суждения проводятся в соответствии с результатами и методами ра-
бот [108–112]). Рассмотрим множества E0 = C\B, E(ak, t) = {w ∈
C : |w − ak| 6 t}, k = 1, 4, t ∈ R+. Для достаточно малых t ∈ R+

построим обобщенный конденсатор

C
(
t, B, {ak}4

k=1

)
= {E0, E(a1, t), E(a2, t), E(a3, t), E(a4, t)}

с предписанными значениями (0, 1,
√

α, 1,
√

α). Емкостью конденса-
тора C

(
t, B, {ak}4

k=1

)
называется величина

cap C
(
t, B, {ak}4

k=1

)
= inf

∫∫ [
(Gx)2 + (Gy)2

]
dxdy,

где нижняя грань берется по всем вещественным, непрерывным и
липшицевым на C функциям G = G(z) таким, что G(z) = 0 в неко-
торой окрестности множества E0, G(z) = 1 на множествах E(a1, t) и
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E(a3, t), и наконец, G(z) =
√

α на E(a2, t)
⋃

E(a4, t). Модуль конден-

сатора
∣∣∣C

(
t, B, {ak}4

k=1

)∣∣∣ определяется равенством

∣∣∣C
(
t, B, {ak}4

k=1

)∣∣∣ =
[
cap C

(
t, B, {ak}4

k=1

)]−1
.

Рассмотрим области {Λk}4
k=1, где

Λ1 = {w ∈ C : |w| > 1, Imw > 0},

Λ2 = {w ∈ C : |w| > 1, Imw < 0},
Λ3 = {w ∈ C : |w| < 1, Imw > 0},
Λ4 = {w ∈ C : |w| < 1, Imw < 0}.

Обозначим Ek(t) := E(ak, t). Рассмотрим конденсаторы

C1

(
t, B, {ak}4

k=1

)
:= C1(t) :=

(
E

(1)
0 , E

(1)
1 (t), E

(1)
2 (t), E

(1)
3 (t)

)
,

C2

(
t, B, {ak}4

k=1

)
:= C2(t) :=

(
E

(2)
0 , E

(2)
1 (t), E

(2)
3 (t), E

(2)
4 (t)

)
,

C3

(
t, B, {ak}4

k=1

)
:= C3(t) :=

(
E

(3)
0 , E

(3)
1 (t), E

(3)
2 (t), E

(3)
3 (t)

)
,

C4

(
t, B, {ak}4

k=1

)
:= C4(t) :=

(
E

(4)
0 , E

(4)
1 (t), E

(4)
3 (t), E

(4)
4 (t)

)
,

где

E
(k)
0 = χ

(
E0

⋂
Λk

)⋃
χ

(
E0

⋂
Λk

)
, k = 1, 4.

E(k)
s (t) = χ

(
Es(t)

⋂
Λk

) ⋃
χ

(
Es(t)

⋂
Λk

)
, k = 1, 4, s = 1, 3.

E
(k)
2 (t) = χ

(
E2(t)

⋂
Λk

) ⋃
χ

(
E2(t)

⋂
Λk

)
, k = 1, 3.

E
(k)
4 (t) = χ

(
E4(t)

⋂
Λk

) ⋃
χ

(
E4(t)

⋂
Λk

)
, k = 2, 4.

Здесь χ(G) обозначает образ множества G при отображении функци-
ей Жуковского χ(w) = 1

2 (w + w−1), а χ(G) — множество, симметри-
чное χ(G) относительно вещественной оси. Каждому конденсатору

Cl

(
t, B, {ak}4

k=1

)
поставим в соответствие класс V

(l)
(α), l = 1, 4, — всех
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вещественных, непрерывных и липшицевых в C функций G = G(z)

таких, что G(z) ≡ 0 в некоторой окрестности E
(l)
0 , G(z) = 1, z ∈ E

(l)
s ,

s = 1, 3. G(z) =
√

α, z ∈ E
(l)
s , s = 2, 4, l = 1, 4. Очевидно, что

cap Cl

(
t, B, {ak}4

k=1

)
= inf

V
(l)

(α)

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy.

Произведем разделяющее преобразование открытого множества
B относительно системы областей {Λk}4

k=1 и функции χ(w). По-
видимому, функция χ(w) впервые была использована в подобных
задачах в работах [138,139]. При разделяющем преобразовании в со-
ответствии с работами [108–110, 138, 139] получаем неравенство при
достаточно малых t ∈ R+

cap C
(
t, B, {ak}4

k=1

)
>

1

2

4∑

k=1

cap Ck

(
t, B, {ak}4

k=1

)
.

Для модулей этих конденсаторов справедливо соотношение

|C
(
t, B, {ak}4

k=1

)
| 6 2

(
4∑

l=1

|Ck

(
t, B, {ak}4

k=1

)
|−1

)−1

. (4.2.3)

Для функции χ(z) выполняются асимптотические равенства

∣∣χ(w) − χ(±1)
∣∣ ∼ 1

2
|z − (±1)|2, w → ±1, (4.2.4)

∣∣χ(w) − χ(±i)
∣∣ ∼ |z − (±i)|, w → ±i. (4.2.5)

Далее, из теоремы 1 [111] получаем

|C
(
t, B, {ak}4

k=1

)
| =

κ

2π
log

1

t
+ M(B, {ak}4

k=1) + o(1), (4.2.6)

где
κ = (2 + 2α)−1 = [2(1 + α)]

−1
,

M(B, {ak}4
k=1) =

1

2π

1

[2(1 + α)]2
×

×{log r(B, 1)r(B,−1)rα(B, i)rα(B,−i) + 2αgB(i,−i)} .
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С учетом формул (4.2.4), (4.2.5) и теоремы 1 [111], получаем ана-
логичные асимптотические представления для конденсаторов Ck(t),
l = 1, 4,

Ck(t) =
κk

2π
log

1

t
+ Mk + o(1),

где

κ =

(
1

2
+

1

2
+ α

)−1

= (1 + α)−1,

Mk =
1

2π

1

(1 + α)2
· log





[
r(Bk, 1)(

1
2

) · r(Bk,−1)(
1
2

)
] 1

4

· rα(Bk, 0)



 ,

Bk = χ
(
B

⋂
Λk

)⋃
χ

(
B

⋂
Λk

)
,

r(Bk, b) – внутренний радиус связной компоненты Bk(b) в точке b.
Произведем некоторые вычисления

|Ck(t)|−1 =

=

[
1

2π
· 1

1 + α
log

1

t

]−1 [
1 − 2π(1 + α)

log 1
t

Mk + o

(
1

log 1
t

)]
=

=
2π(1 + α)

log 1
t

− [2π(1 + α)]2

(log 1
t )

2
Mk + o

(
1

log2 1
t

)
,

4∑

k=1

|Ck(t)|−1 =

=
8π(1 + α)

log 1
t

− [2π(1 + α)]2

(log 1
t )

2

4∑

k=1

Mk + o

(
1

log2 1
t

)
=

=
8π(1 + α)

log 1
t

[
1 − π(1 + α)

2 log 1
t

4∑

k=1

Mk + o

(
1

log 1
t

)]
,

(
4∑

k=1

|Ck(r)|−1

)−1

=
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=
log 1

t

8π(1 + α)
+

log 1
t

8π(1 + α)
·

1
2π(1 + α)

log 1
t

4∑

k=1

Mk + o(1) =

=
log 1

t

8π(1 + α)
+

1

16
· 1

2π(1 + α)2
×

× log

4∏

k=1

[
r(Bk, 1)r(Bk,−1)

1
4

] 1
4

rα(Bk, 0) + o(1).

Отсюда, с учетом (4.2.3), следует неравенство

M(B, {ak}4
k=1) + o(1) 6

6
1

8
· 1

2π(1 + α)2
log

4∏

k=1

[
r(Bk, 1)r(Bk,−1)

1
4

] 1
4

rα(Bk, 0) + o(1).

Выполняя необходимые преобразования получаем неравенство

1

2π
· 1

(2(1 + α))2
×

× log {r(B, 1)r(B,−1)rα(B, i)rα(B,−i) + 2αgB(i,−i)} 6

6
1

16π(1 + α)2
log

4∏

k=1

(
1

4

)− 1
4

rα(Bk, 0)r
1
4 (Bk, 1)r

1
4 (Bk,−1).

Тогда справедливо следующее соотношение:

r(B, 1)rα(B, i)r(B,−1)rα(B,−i) exp 2αgB(i,−i) 6

6 2

{
4∏

k=1

r4α(Bk, 0)r(Bk, 1)r(Bk,−1)

} 1
8

.

В работе [109] показано, что выполняется оценка

rγ(G0, 0)r(G1, 1)r(G2,−1) 6

6 Ψ(γ) = 2γ+6γ
1
2 (γ+2)(2−√

γ)−
(2−

√
γ)2

2 (2 +
√

γ)−
1
2 (2+

√
γ)2 , γ ∈ (0, 4),
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на классе всех троек произвольных, попарно непересекающихся
областей G0, G1, G2, 0 ∈ G0, 1 ∈ G1, −1 ∈ G2. Таким образом при
α ∈ (0, 1) справедливо неравенство

r(B, 1)rα(B, i)r(B,−1)rα(B,−i) exp 2αgB(i,−i) 6 2 [Ψ(4α)]
1
2 .
(4.2.7)

Причем, области B̃k в случае равенства должны совпадать с круго-
выми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (4 − γ)w2 + γ

w2(1 − w2)2
dw2, γ = 4α,

и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, 4. Осуществляя замену переменной в этом
квадратичном дифференциале по формуле

w =
1

2

(
z +

1

z

)

получаем следующий квадратичный дифференциал:

Q(w)dw2 = − (1 − α)w4 + 2(1 + α)w2 + (1 − α)

(w4 − 1)2
dw2.

Таким образом, мы получаем, что равенство в неравенстве теоремы
4.2.1 может осуществиться только тогда, когда B̃ = D4.

4.2.3. Доказательство теоремы 4.2.2. Рассмотрим систему
точек An = {a2k−1}n

k=1, a2n+1 := a1, являющую подсистемой си-
стемы точек A2n = {ak}n

k=1, заданной в условиях теоремы. Для n-
лучевой системы точек An рассмотрим набор областей {Pk(An)}n

k=1,
где Pk(An) = {w ∈ C : arg a2k−1 < arg w < arg a2k+1}, k = 1, n,

и семейство функций {zk(w)}n
k=1, где zk =

(
e−i arg a2k−1w

) 1
αk , αk =

1
π arg a2k+1

a2k−1
, k = 1, n. Здесь ветвь степенной функции t = zα, задае-

тся следующим образом: t = rαeiαϕ при z = reiϕ, 0 6 ϕ < 2π. Таким
образом, функция z = zk(w), k = 1, n, реализует однолистное и кон-
формное отображение области Pk(An) на верхнюю полуплоскость.

Пусть Ω
(1)
k , k = 1, n, обозначает объединение связной компоненты

множества zk

(
B2k−1

⋂
Pk(An)

)
, содержащей точку ω

(1)
k = zk(a2k−1),

с ее симметричным отображением относительно вещественной оси.
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В свою очередь, Ω
(3)
k , k = 1, n, обозначает объединение связной ком-

поненты множества zk

(
B2k+1

⋂
Pk(An)

)
, содержащей точку ω

(3)
k =

zk(a2k+1), с ее симметричным отображением относительно веще-
ственной оси.

Заметим, что Ω
(1)
k и Ω

(3)
k являются, вообще говоря, многосвя-

зными, непересекающимися областями, ω
(s)
k ∈ Ω

(s)
k , k = 1, n, s = 1, 3.

Далее пусть Ω
(2)
k , k = 1, n, является объединением связной ком-

поненты множества zk

(
B2k

⋂
Pk(An)

)
, содержащей точку ω

(2)
k =

zk(a2k), с ее симметричным отображением относительно веществен-

ной оси. Если B2k

⋂
∂Pk 6= ∅, то Ω

(2)
k — область (вообще гово-

ря, многосвязная), содержащая точки ω
(2)
k и ω

(4)
k = ω

(2)
k . Если же

B2k

⋂
∂Pk = ∅, то открытое множество Ω

(2)
k состоит из двух непере-

секающихся областей G
(2)
k = zk (B2k

⋂
Pk) и G

(4)
k = zk (B2k

⋂
Pk),

то есть Ω
(2)
k = G

(2)
k

⋃
G

(4)
k и ω

(s)
k ∈ Ω

(2)
k , s = 2, 4, и кроме того,[

Ω
(1)
k

⋂
Ω

(2)
k

] ⋃ [
Ω

(3)
k

⋂
Ω

(2)
k

]
= ∅. При каждом k = 1, n обозначим

∆k = Ω
(1)
k

⋃
Ω

(2)
k

⋃
Ω

(3)
k . Очевидно, что ω

(s)
k ∈ ∆k, s = 1, 4.

Таким образом, при разделяющем преобразовании областей Bk,
k = 1, 2n, относительно набора областей {Pk(An)}n

k=1 и семейства
функций {zk(w)}n

k=1, получаем набор открытых множеств {∆k}n
k=1.

При достаточно малых t ∈ R+ построим конденсатор

Ct

(
{Bk}2n

k=1

)
= (E0, E1(t), E2(t)) ,

где E0 = C\
2n⋃

k=1

Bk, E1(t) =
n⋃

k=1

E(a2k−1, t), E2(t) =
n⋃

k=1

E(a2k, t)

с предписанными, соответственно, значениями {0, 1,
√

α}. Емкость
этого конденсатора равна, по определению, величине

cap Ct

(
{Bk}2n

k=1

)
= inf

∫∫ [
(Gx)2 + (Gy)2

]
dxdy,

где точная нижняя грань берется по классу всех вещественных, ли-
пшицевых на C функций, равных нулю в некоторой окрестности мно-
жества E0, и соответственно, 1 и

√
α — на множествах E1(t) и E2(t).

Модуль конденсатора
∣∣∣Ct

(
{Bk}2n

k=1

)∣∣∣ и его емкость связаны соотно-
шением ∣∣∣Ct

(
{Bk}2n

k=1

)∣∣∣ =
[
cap Ct

(
{Bk}2n

k=1

)]−1
. (4.2.8)
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При каждом k = 1, n образуем конденсаторы Ct(∆k) =(
E

(k)
0 , E

(k)
1 (t), E

(k)
2 (t)

)
где E

(k)
0 = C\∆k, E

(k)
1 (t) =

E(ω
(1)
k , t)

⋃
E(ω

(3)
k , t), E

(k)
2 (t) = E(ω

(2)
k , t)

⋃
E(ω

(4)
k , t) с предписан-

ными, соответственно, значениями (0, 1,
√

α). Емкость конденсатора
Ct(∆k) определяется аналогично предыдущему при помощи класса
Vk — всех вещественных и липшицевых в C функций, равных

нулю в некоторой окрестности множества E
(k)
0 , и соответственно,

1 и
√

α — на множествах E
(k)
1 (t) и E

(k)
2 (t), k = 1, n. Конденсатору

Ct({Bk}2n
k=1) сопоставим семейство конденсаторов

C
(k)
t := C

(k)
t ({Bk}2n

k=1) :=
(
Ẽ0(k), Ẽ

(k)
1 (t), Ẽ

(k)
2 (t)

)
, k = 1, n,

(4.2.9)

где Ẽ0(k) есть объединение образа множества (E0

⋂
Pk(An)) при

отображении zk(w) и его симметричного отражения относитель-

но вещественной оси, а Ẽ
(k)
s (t) – объединение образа множества

Es(t)
⋂

Pk(An), s = 1, 2, k = 1, n, при отображении zk(w), k = 1, n, и
его симметричного отражения относительно вещественной оси.

Аналогично предыдущему, каждому конденсатору C
(k)
t предпи-

сан набор чисел: (0, 1,
√

α). При разделяющем преобразовании полу-
чаем

cap Ct

(
{Bk}2n

k=1

)
>

1

2

n∑

k=1

cap C
(k)
t =

1

2

n∑

k=1

cap Ct(∆k). (4.2.10)

Отсюда и из (4.2.8) непосредственно следует

∣∣∣Ct

(
{Bk}2n

k=1

)∣∣∣ 6 2

(
n∑

k=1

∣∣∣C(k)
t

∣∣∣
−1

)−1

= 2

(
n∑

k=1

∣∣∣cap Ct(∆k)
∣∣∣
−1

)−1

.

(4.2.11)
Коэффициенты разделяющего преобразования определим, согласно
работам [108] – [110], из следующих асимптотических представлений:

∣∣zk(w) − zk(a2k−1)
∣∣ =

1

αk
|w − a2k−1| + o(1), w → a2k−1, w ∈ Pk,

∣∣zk(w) − zk(a2k+1)
∣∣ =

1

αk
|w − a2k+1| + o(1), w → a2k+1, w ∈ Pk,
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∣∣zk(w) − zk(a2k)
∣∣ =

1

αk
|w − a2k| + o(1), w → a2k, w ∈ Pk. (4.2.12)

Используя результаты работ [108–110], приходим к следующему
асимптотическому равенству:

∣∣∣Ct

(
{Bk}2n

k=1

)∣∣∣ =
κ

2π
log

1

t
+ L

(
{Bk}2n

k=1

)
+ o(1), t → 0, (4.2.13)

где κ = [n(1 + α)]−1,

L
(
{Bk}2n

k=1

)
=

κ2

2π

[
log

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k)

]
.

Принимая во внимание соотношения (4.2.12), получаем выражения,
аналогичные (4.2.13), для конденсаторов Cr(∆k), k = 1, n, —

∣∣∣Ct(∆k)
∣∣∣ =

κk

2π
log

1

t
+ Lk + o(1), t → 0, (4.2.14)

где κk = [2(1 + α)]−1,

Lk =
κ2

k

2π



log

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)

(
1

αk

) ·
r
(
Ω

(3)
k , ω

(3)
k

)

(
1

αk

) ×

×




r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
1

αk

)




α

·




r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

(
1

αk

)




α

· exp 2αg∆k

(
ω

(2)
k , ω

(2)
k

)




.

С учетом (4.2.14) нетрудно видеть, что

∣∣∣Ct(∆k)
∣∣∣
−1

=

=
2π[2(1 + α)]

log 1
t

(
1 +

2π[2(1 + α)]

log 1
t

Lk + o

(
1

log 1
t

))−1

=

=
2π[2(1 + α)]

log 1
t

−
(

2π[2(1 + α)]

log 1
t

)2

Lk + o

((
1

log 1
t

)2
)

, t → 0.
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Отсюда сразу же следует

n∑

k=1

∣∣∣Ct(∆k)
∣∣∣
−1

=

=
2π[2(1 + α)]n

log 1
t

−
(

2π[2(1 + α)]

log 1
t

)2 n∑

k=1

Lk + o

((
log

1

t

)−2
)

, t → 0.

Далее, очевидно, что

(
n∑

k=1

∣∣∣Ct(∆k)
∣∣∣
−1

)−1

=

=
log 1

t

2π[2(1 + α)]n

(
1 − 2π[2(1 + α)]

n · log 1
t

n∑

k=1

Lk + o

(
log

1

t

)−1
)

=

=
log 1

t

2π[2(1 + α)]n
+

1

n2

n∑

k=1

Lk + o(1), t → 0.

Последнее соотношение, с учетом (4.2.11) и (4.2.13), позволяет запи-
сать неравенство:

log 1
t

2π[n(1 + α)]
+ L

(
{Bk}2n

k=1

)
+ o(1) 6

6 2

[
log 1

t

2π[2(1 + α)]n
+

1

n2

n∑

k=1

Lk + o(1)

]
.

Отсюда, после сокращения особенностей и перехода к пределу при
t → 0, получаем соотношения

L
(
{Bk}2n

k=1

)
6

2

n2

n∑

k=1

Lk. (4.2.15)

Изучим (4.2.15) более детально. Используя соотношения (4.2.13)
— (4.2.15), приходим к следующему выражению:

1

2π[n(1 + α)]2

{
log

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k)

}
6
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6
2

n2
· 1

2π[2(1 + α)]2

{
log

n∏

k=1

α
2(1+α)
k r

(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(3)
k , ω

(3)
k

)
×

×rα
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
· rα

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
· exp 2αg∆k

(
ω

(2)
k , ω

(2)
k

)}
.

Теперь, после выполнения необходимых преобразований, несложно
перейти к такому утверждению

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k) 6

6

(
n∏

k=1

αk

)1+α {
n∏

k=1

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(3)
k , ω

(3)
k

)
× (4.2.16)

×rα
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
· rα

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
· exp 2αg∆k

(
ω

(2)
k , ω

(2)
k

)} 1
2

.

Исходя из конкретного вида отображений z = zk(w), нетрудно

убедиться, что zk(a2k−1) = 1, zk(a2k+1) = −1, ω
(2)
k = zk(a2k) =

exp iλk, 0 < λk < π, k = 1, n. Для тех значений k, k ∈ {1, 2, . . . , n},
для которых λk 6= π

2 , проведем отображение на множества ∆k при

помощи конформного автоморфизма C вида t = z−x
1−zx , где x — точка

пересечения вещественной оси и неевклидовой геодезической, соеди-

няющей точки ω
(2)
k и ω

(2)
k . При таком отображении точки 1, −1, ω

(2)
k

преобразуются, соответственно, в точки 1, −1, i. Образ всего множе-
ства ∆k обозначим ∆̌k. Далее, будут выполняться соотношения:

r
(
Ω

(1)
k , 1

)
r
(
Ω

(3)
k ,−1

)
×

×rα
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
rα

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
· exp 2αg∆k

(
ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
=

= 4
r
(
Ω

(1)
k , 1

)
r
(
Ω

(3)
k ,−1

)

4
×

×




r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

∣∣ω(2)
k − ω

(2)
k

∣∣2
exp 2g∆k

(
ω

(2)
k , ω

(2)
k

)



α

22α
∣∣sin2α λk

∣∣ =
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= r
(
Ω̌

(1)
k , 1

)
r
(
Ω̌

(3)
k ,−1

)
× (4.2.17)

×
[
r
(
Ω̌

(2)
k , i

)
r
(
Ω̌

(2)
k ,−i

)
· exp 2g∆̌k

(i,−i)
]α

· sin2α λk 6

6 r
(
Ω̌

(1)
k , 1

)
r
(
Ω̌

(3)
k ,−1

) [
r
(
Ω̌

(2)
k , i

)
r
(
Ω̌

(2)
k ,−i

)
· exp 2g∆̌k

(i,−i)
]α

6

6 r(D4, 1)r(D4,−1) [r(D4, i)r(D4,−i)]
α

.

Здесь использована инвариантность относительно конформных ав-
томорфизмов плоскости комплексных чисел функции Грина и фун-
кционала

r(B1, a1)r(B2, a2)

|a1 − a2|2
,

а также теорема 4.2.1. Из соотношений (4.2.16) и (4.2.17) непосред-
ственно следует, что

n∏

k=1

r(B2k−1, a2k−1)r
α(B2k, a2k) 6

6

(
n∏

k=1

αk

)1+α

[r(D4, 1)rα(D4, i)r(D4,−1)rα(D4,−i)]
n
2 .

На основании теоремы 4.2.1 получаем, что знак равенства в этом
неравенстве реализуется тогда и только тогда, когда ∆̃k = D4, k =
1, n. Отсюда нетрудно также получить, что αk(An) = 2

n , k = 1, n, и
что равенство в последнем неравенстве реализуется тогда и только
тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно, полюсами
и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −wn−2 (1 − α)w2n + 2(1 + α)wn + (1 − α)

(1 − w2n)2
dw2.

Теорема 4.2.2 полностью доказана.



ГЛАВА 5

ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ
(n,m)-ЛУЧЕВЫХ СИСТЕМ ТОЧЕК ПРИ

МАЛЫХ ЗНАЧЕНИЯХ m

5.1 Оценки функционалов первого типа для n-лучевых
систем точек

5.1.1. Экстремальные задачи первого типа для n-
лучевых систем точек. Напомним, что в пункте 2.2 мы услови-
лись (n, 1)-лучевые системы называть n-лучевыми и для них были
определены величины θk(An), αk(An), k = 1, n. Наряду с функциона-
лом MR(An), рассмотренным в п.2.2, для множества всех n-лучевых
систем введем такой "управляющий" функционал:

L ({ak}n
k=1) := L(An) :=

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣
1

2αk

)
|ak|. (5.1.1)

Установлен следующий результат.

Теорема 5.1.1. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для любой n-лучевой
системы точек An = {ak}n

k=1 и любой системы взаимно непересе-
кающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо
неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n · L(An) ·
n∏

k=1

αk,

знак равенства в котором реализуется тогда и только тогда, когда
ak и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно, полюсами и круго-
выми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − R)2
dw2,

где Rn = L(An) и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Доказательство. Для заданной n-лучевой системы точек
An = {ak}n

k=1 рассмотрим {Pk(An)}n
k=1, {zk(w)}n

k=1, αk(An), θk(An),
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k = 1, n, — объекты, введенные в п. 2.2. Объединение связной ком-

поненты множества zk

(
Pk

⋂
Bk

)
, содержащей точку g

(1)
k = zk(ak), с

ее симметричным отражением относительно мнимой оси обозначим

G
(1)
k , k = 1, n. В свою очередь, G

(2)
k , k = 1, n, будет обозначать объе-

динение связной компоненты множества zk

(
Pk

⋂
Bk+1

)
, содержащей

точку g
(2)
k = zk(ak+1), с ее симметричным отражением относитель-

но мнимой оси, Bn+1 = B1, g
(2)
n := zn(an+1) := zn(a1). Аналогично

(4.2.12) запишем

|zk(w) − zk(ak)| =
1

αk
|ak|

1
αk

−1|w − ak| + o(1),

w → ak, w ∈ Pk,

(5.1.2)

|zk(w) − zk(ak+1)| =
1

αk
|ak+1|

1
αk

−1|w − ak+1| + o(1),

w → ak+1, w ∈ Pk, k = 1, n.

Как и прежде, в соответствии с теоремой 1.9 [110] и формулами
(5.1.2) имеют место неравенства

r(Bk, ak) 6




r
(
G

(2)
k−1, g

(2)
k−1

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)

1
αk−1

|ak|
1

αk−1
−1 · 1

αk
|ak|

1
αk

−1




1
2

, k = 1, n. (5.1.3)

С учетом (5.1.3), получаем оценку

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

n∏

k=1


αk−1αk · |ak|2 ·

r
(
G

(2)
k−1, g

(2)
k−1

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)

|ak|
1

αk−1
+ 1

αk




1
2

= (5.1.4)

=
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|

|ak|
1
2

(
1

αk−1
+ 1

αk

)

[
n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)] 1
2

.
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Следует отметить, что области G
(1)
k и G

(2)
k не пересекаются при

всех k = 1, n. Кроме того, как нетрудно заметить,

g
(1)
k = zk(ak) = −i

(
e−iθkak

) 1
αk = −i|ak|

1
αk ,

g
(2)
k = zk(ak+1) = −i

(
e−iθkak+1

) 1
αk = i|ak+1|

1
αk , (5.1.5)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣ = |ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk , k = 1, n.

Преобразуя неравенство (5.1.4) с учетом (5.1.5), приходим к сле-
дующим выражениям:

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

|akak+1|
1

2αk

|ak|
n∏

k=1




r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2




1
2

=

=
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|
(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk +
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣
1

2αk

)
×

×
n∏

k=1




r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2




1
2

=

= 2n
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)
|ak|




n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2




1
2

.

Отсюда и из соотношения (5.1.1) вытекает, что

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

(5.1.6)

6 2nL(An)

n∏

k=1

αk




n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2




1
2

.
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Далее, из соотношений (5.1.6) следует, что

[
2nL(An)

n∏

k=1

αk

]−1 n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

(5.1.7)

6

n∏

k=1




r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2




1
2

.

В силу известного неравенства М.А. Лаврентьева [110,158] полу-
чаем

r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2 6 1, k = 1, n, (5.1.8)

причем знак равенства в (5.1.8) достигается тогда и только тогда,
когда

G̃
(2)
k = C\G̃(1)

k , G̃
(1)
k = S(G(ρ)),

G(ρ) =

{
z :

∣∣∣z − g
(1)
k

z − g
(2)
k

∣∣∣ < ρ

}
, ρ ∈ R+, S =

g
(1)
k − g

(2)
k t

1 − t
.

Сопоставляя (5.1.7) и (5.1.8), приходим к выводу, что

[
2nL(An)

n∏

k=1

αk

]−1 n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 1. (5.1.9)

Равенство в (5.1.9) достигается тогда и только тогда, когда в нера-
венствах (5.1.3) и (5.1.8) одновременно реализуется знак равенства
при всех k = 1, n. В силу леммы 3.1.3 получаем, что для реализации
знака равенства в (5.1.9) необходимо, чтобы

Bk ⊂ {w : θk < arg w < θk+1}, k = 1, n.

Из последнего получаем, что точки w = 0 и w = ∞ не являются

внутренними для областей Bk, k = 1, n. Таким образом, область G̃
(2)
k ,

k = 1, n, является, в точности, верхней полуплоскостью Im z > 0,
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G̃
(1)
k , k = 1, n, — нижней, и необходимо выполняется условие |g(1)

k | =

|g(2)
k |, k = 1, n. Кроме того, из условий реализации знака равенства в

(5.1.3) [110] получаем симметричность Bk относительно луча arg w =
θk, k = 1, n. Отсюда, кроме того, следует, что αk = 2

n , k = 1, n. Таким
образом, равенство в неравенстве (5.1.9) может быть тогда и только

тогда, когда B̃k, ak, k = 1, n, являются, соответственно, круговыми
областями и полюсами квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Далее для системы взаимно непересекающихся областей выполняю-
тся равенства r(Bk, ak) = r(B̃k, ak), k = 1, n. В этом случае, как и в
главе 3, возникает неравенство

hk(w) = gB̃k
(w, ak) − gBk

(w, ak) > 0, k = 1, n,

в котором во всех регулярных точках границы Bk выполняется ра-
венство, что, в силу принципа максимума для гармонических фун-
кций, обеспечивает равенство hk(w) ≡ 0, w ∈ Bk, k = 1, n. После-

днее соотношение приводит нас к выводу о том, что cap (B̃k\Bk) = 0,
k = 1, n, если имеет место знак равенства в (5.1.9). Теорема 5.1.1 до-
казана.

5.1.2. Оценки функционалов первого типа для n-
лучевых систем точек и открытых множеств. Теорему 5.1.1
можно значительно обобщить. А именно: для открытых множеств,
удовлетворяющих первому условию неналегания, удается доказать
следующий результат.

Теорема 5.1.2. Пусть n ∈ N, n > 2. Тогда для всякой n-лучевой
системы точек An = {ak}n

k=1 и любого открытого множества
D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего первому условию неналегания
относительно системы An, справедливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak) ·
∏

p6=l

exp gD(ap, al) 6 2n ·
n∏

k=1

αk · L(An).

Знак равенства в этом неравенстве достигается, в частности, ко-
гда {ak}, k = 1, n, и множество D являются, соответственно,
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полюсами и объединением всех круговых областей квадратичного
дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2,

где Rn = L(An).

Доказательство. Прежде всего отметим, что из условия нена-
легания следует, что множество D обладает обобщенной функцией
Грина gD(w, a). Рассмотрим множества E0 = C\D; Et(ak) = {w :
|w − ak| 6 t}, k = 1, n, t ∈ R+. Для достаточно малых t ∈ R+ рас-

смотрим конденсатор C(t,D,An) = {E0, E1(t)}, где E1(t) =
n⋃

k=1

Et(ak).

Емкостью конденсатора, как мы уже отмечали выше, называется ве-
личина (см. [111, 112]) capC(t,D,An) = inf

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy,

где точная нижняя грань берется по классу всех вещественных,
непрерывных и липшицевых на C функций G = G(z), обращаю-
щимся в нуль в некоторой окрестности множества E0 и равным
1 на E1(t). Для произвольного конденсатора C полагаем по опре-

делению
∣∣C

∣∣ := [cap C]
−1

. Величина
∣∣C

∣∣ называется модулем кон-
денсатора C. Рассмотрим разделяющее преобразование конденса-
тора C(t,D,An) относительно семейства функций {zk(w)}n

k=1 и си-

стемы областей P (An), где z = zk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n,

P (An) = {Pk(An)}n
k=1 (см. п. 2.2). Введем в рассмотрение следую-

щие конденсаторы:

Ck(t,D) =
{
E(k)
0 , E(k)

1 (t)
}

, k = 1, n

где E(k)
0 есть объединение образа множества E0

⋂
Pk(An) при ото-

бражении z = zk(w) с его симметричным отражением относительно

мнимой оси, а E(k)
1 (t) – объединение образа множества E1(t)

⋂
Pk(An)

при отображении той же функцией z = zk(w) с его симметри-
чным отражением относительно мнимой оси. При разделяющем пре-
образовании относительно семейства {zk(w)}n

k=1 и системы областей
{Pk(An)}n

k=1 конденсатору C(t,D,An) соответствует набор конден-
саторов {Ck(t,D, )}n

k=1, симметричных относительно мнимой оси.
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Используя результаты работ [109,111,112] получаем неравенство

cap C(t,D,An) >
1

2

n∑

k=1

cap Ck(t,D),

из которого немедленно следует

∣∣C(t,D,An)
∣∣ 6 2

(
n∑

k=1

∣∣Ck(t,D)
∣∣−1

)−1

.

Далее, из теоремы 1 [111] получаем

∣∣C(t,D,An)
∣∣ =

1

2πn
log

1

t
+ M(D,An) + o(1), t → 0,

где

M(D,An) =
1

2πn2




n∑

k=1

r(D, ak) +
∑

k 6=p

gD(ak, ap)


 .

Для конденсаторов Ck(t,D) справедливо асимптотическое пред-
ставление

∣∣Ck(t,D)
∣∣ =

1

2π

1

2
log

1

t
+ Mk(D) + o(1), t → 0,

где

Mk(D) =
1

2π

1

4


log

r(G
(1)
k , g

(1)
k )r(G

(2)
k , g

(2)
k )[

1
αk

|ak|
1

αk
−1

]
·
[

1
αk

|ak+1|
1

αk
−1

]


 ,

области G
(s)
k и точки g

(s)
k определены при доказательстве теоремы

5.1.1, k = 1, n, s = 1, 2. В этом случае имеет место соотношение

∣∣Ck(t,D)
∣∣−1

=

=

(
log 1

t

4π

)−1
(

1 +
4π

log 1
t

Mk(D) + o

((
log

1

t

)−1
))

=

=
4π

log 1
t

−
(

4π

log 1
t

)2

Mk(D) + o

((
log

1

t

)−2
)

, t → 0.
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Как нетрудно заметить,

n∑

k=1

∣∣Ck(t,D)
∣∣−1

=

=
4πn

log 1
t

−
(

4π

log 1
t

)2 n∑

k=1

Mk(D) + o

((
log

1

t

)−2
)

, t → 0.

Из последнего асимптотического равенства немедленно получаем,
что (

n∑

k=1

∣∣Ck(t,D)
∣∣−1

)−1

=

=
log 1

t

4πn

(
1 − 4π

log 1
t

1

n

n∑

k=1

Mk(D) + o

((
log

1

t

)−1
))−1

=

=
log 1

t

4πn
+

1

n2

n∑

k=1

Mk(D) + o(1), t → 0.

Наконец, все предыдущие рассуждения дают неравенство

1

2πn
log

1

t
+ M(D,An) + o(1) 6

6
1

2πn
log

1

t
+

2

n2

n∑

k=1

Mk(D) + o(1), t → 0.

После сокращения особенностей и предельного перехода при t → 0
приходим к неравенству

M(D,An) 6
2

n2

n∑

k=1

Mk(D),

что дает соотношение

1

2πn2




n∑

k=1

log r(D, ak) +
∑

k 6=p

gD(ak, ap)


 6
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6
2

n2

1

8π
log

n∏

k=1

α2
k · r(G

(1)
k , g

(1)
k )r(G

(2)
k , g

(2)
k )

|ak|
1

αk
−1 · |ak+1|

1
αk

−1
.

Преобразовывая последнее выражение, приходим к неравенству

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

6

n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|
|ak · ak+1|

1
2αk

[
n∏

k=1

r(G
(1)
k , g

(1)
k )r(G

(2)
k , g

(2)
k )

] 1
2

=

=
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

|ak · ak+1|
1

2αk

|ak|
[

n∏

k=1

r(G
(1)
k , g

(1)
k )r(G

(2)
k , g

(2)
k )

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2

] 1
2

.

Здесь использованы равенства:

g
(1)
k = zk(ak) = −i|ak|

1
αk , g

(2)
k = zk(ak+1) = i|ak+1|

1
αk ,

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣ = |ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk , k = 1, n.

С учетом несложных преобразований приходим к такому выраже-
нию:

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

6 2n
n∏

k=1

αk

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)
|ak|

[
n∏

k=1

r(G
(1)
k , g

(1)
k )r(G

(2)
k , g

(2)
k )

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2

] 1
2

.

По построению области G
(1)
k и G

(2)
k не пересекаются при всех k = 1, n,

поэтому, в силу результата М.А. Лаврентьева, выполняется неравен-
ство

n∏

k=1

r(G
(1)
k , g

(1)
k )r(G

(2)
k , g

(2)
k )

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2 6 1, k = 1, n.

Окончательно получаем требуемое неравенство

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6 2n
n∏

k=1

αk · L(An).
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Утверждение о знаке равенства проверяется непосредственно. Тео-
рема 5.1.2 доказана.

5.1.3. Некоторые следствия. Ряд следствий из теорем 5.1.1
и 5.1.2 представляют значительный интерес.

Следствие 5.1.1. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для всякой
n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, L(An) = Rn, и любой си-
стемы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈ Bk ⊂ C,
справедливо неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 (2R)n ·
n∏

k=1

αk,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и
только тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2,

и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Следствие 5.1.2. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для всякой
n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, L(An) = Rn, и любой си-
стемы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈ Bk ⊂ C,
справедливо неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

(
4R

n

)n

,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и
только тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2,

и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, n.
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Следствие 5.1.2 вытекает из следствия 5.1.1 ввиду очевидного не-

равенства
n∏

k=1

αk 6
(

2
n

)n
, в котором знак равенства достигается тогда

и только тогда, когда αk = 2
n , k = 1, n.

Полагая в следствии 5.1.1 R = 1 приходим к следующему резуль-
тату.

Следствие 5.1.3 [34]. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой
n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что L(An) = 1, и
любой системы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈
Bk ⊂ C, справедливо неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 2n ·
n∏

k=1

αk,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и
только тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2,

и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Полагая R = 1 в следствии 5.1.2 получим следующий результат.

Следствие 5.1.4. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что L(An) = 1, и
любой системы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈
Bk ⊂ C, справедливо неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

(
4

n

)n

,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и
только тогда, когда ak и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2,
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и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Следствия 5.1.3 и 5.1.4 существенно обобщают лемму 3.1.2 и те-
орему 2.3.8 соответственно. Отметим, что следствие 5.1.3, вообще
говоря, сильнее следствия 3.1.14, полученного из теоремы 3.1.1, хотя
по форме они и близки.

Запишем соотношения

1 = L(An) =

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

) n∏

k=1

|ak| =

=
n∏

k=1

1

2

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk +
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣
1

2αk

) n∏

k=1

|ak| =

=
n∏

k=1

1

2

(∣∣∣ak

R

∣∣∣
1

2αk ·
∣∣∣ R

ak+1

∣∣∣
1

2αk +
∣∣∣ak+1

R

∣∣∣
1

2αk ·
∣∣∣ R

ak

∣∣∣
1

2αk

) n∏

k=1

|ak| 6

6

n∏

k=1

1

2

[∣∣∣ak

R

∣∣∣
1

αk +
∣∣∣ R

ak

∣∣∣
1

αk

] 1
2

·
[∣∣∣ak+1

R

∣∣∣
1

αk +
∣∣∣ R

ak+1

∣∣∣
1

αk

] 1
2 n∏

k=1

|ak| =

=

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ak

R

∣∣∣
1

αk−1

)
χ

(∣∣∣ak

R

∣∣∣
1

αk

)] 1
2

|ak| = MR(An).

И как следует из последнего, при R = 1 множество систем
A1 = {An : L(An) = 1} существенно шире множества систем A2 =
{An : M(An) = 1}. Таким образом, A0 ⊂ A2 ⊂ A1, где A0 — множе-
ство всех наборов различных точек An = {ak}n

k=1, |ak| = 1, k = 1, n.

Следствие 5.1.5. Пусть n ∈ N, n > 3, R ∈ R+. Тогда для всякой
n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1, L(An) = Rn, и любой си-
стемы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=1, ak ∈ Bk ⊂ C,
справедливо неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

n∏

k=1

r(B0
k, a0

k),

причем знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и
только тогда, когда ak = a0

k, B̃k = B0
k, cap B0

k\Bk = 0, k = 1, n, где
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a0
k и B0

k, k = 1, n, — соответственно, полюсы и круговые области
квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2.

Полагая в теореме 5.1.2 L(An) = Rn, приходим к обобщению след-
ствия 5.1.1.

Следствие 5.1.6 [41]. Пусть n ∈ N, n > 3 и R ∈ R+. Тогда
для всякой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что
L(An) = Rn, и любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C,
удовлетворяющего первому условию неналегания относительно си-
стемы An, справедливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6 (2R)n ·
n∏

k=1

αk,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается, в частно-
сти, тогда, когда ak, k = 1, n, и D являются, соответственно,
полюсами и объединением круговых областей квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2.

Следствие 5.1.7. Пусть n ∈ N, n > 3 и R ∈ R+. Тогда
для всякой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что
L(An) = Rn, и любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C,
удовлетворяющего первому условию неналегания относительно си-
стемы An, справедливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

(
4R

n

)n

,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается, в частно-
сти, тогда, когда ak, k = 1, n, и D являются, соответственно,
полюсами и объединением круговых областей квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2.
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При R = 1 следствия 5.1.6 и 5.1.7 значительно обобщают, соо-
тветственно, следствия 5.1.3 и 5.1.4.

Следствие 5.1.8. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что L(An) = 1, и
любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
первому условию неналегания относительно системы An, справе-
дливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6 2n ·
n∏

k=1

αk,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается, в частно-
сти, тогда, когда ak, k = 1, n, и D являются, соответственно,
полюсами и объединением круговых областей квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствие 5.1.9. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что L(An) = 1, и
любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
первому условию неналегания относительно системы An, справе-
дливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak)
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

(
4

n

)n

,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается, в частно-
сти, тогда, когда ak, k = 1, n, и D являются, соответственно,
полюсами и объединением круговых областей квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствие 5.1.10. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что L(An) = 1, и
любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
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первому условию неналегания относительно системы An, справе-
дливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak) 6 2

n∏

k=1

αk,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается, в частно-
сти, тогда, когда ak, k = 1, n, и D являются, соответственно,
полюсами и объединением круговых областей квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствие 5.1.11. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для всякой n-
лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что L(An) = 1, и
любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего
первому условию неналегания относительно системы An, справе-
дливо неравенство

n∏

k=1

r(D, ak) 6

(
4

n

)n

,

причем знак равенства в этом неравенстве достигается, в частно-
сти, тогда, когда ak, k = 1, n, и D являются, соответственно,
полюсами и объединением круговых областей квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − 1)2
dw2.

Следствие 5.1.12. Пусть n ∈ N, n > 3 и R ∈ R+. Тогда
для всякой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что
L(An) = Rn, и любого открытого множества D, An ⊂ D ⊂ C,
удовлетворяющего первому условию неналегания относительно си-
стемы An, справедливо неравенство

∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

n∏

k=1

r
(
B0

k, a0
k

)

r(D, ak)
,
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где a0
k и B0

k, k = 1, n, — соответственно, полюсы и круговые обла-
сти квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2.

Наконец, из теоремы 5.1.1 можно получить решение экстремаль-
ной задачи о неналегающих областях в классической постановке.

Следствие 5.1.13. Пусть n ∈ N, n > 3 и R ∈ R+. Тогда
для всякой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой, что
L(An) = Rn, и любой системы взаимно непересекающихся одно-
связных областей {Bk}n

k=1, ak ∈ Bk ⊂ C, справедливо неравенство

n∏

k=1

∣∣f ′
k(0)

∣∣ 6 (2R)n
n∏

k=1

αk,

где w = fk(z), k = 1, n — функции, конформно и однолистно отобра-
жающие единичный круг U на области Bk, причем fk(0) = ak. Знак
равенства в этом неравенстве реализуется тогда и только тогда,
когда a0

k и B0
k, k = 1, n, являются, соответственно, полюсами и

круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2

(wn − Rn)2
dw2.

В качестве приложения теоремы 5.1.1 можно получить некоторые
результаты об искажении при однолистном отображении, усиливаю-
щие теорему 3.1.4.

Теорема 5.1.3. [52]. Пусть n ∈ N, n > 2, ρ ∈ (0, 1), zk =
ρ exp

(
i2π

n (k − 1)
)
, k = 1, n + 1. Тогда для любой функции f ∈ S∗

справедливо неравенство

n∏

k=1

∣∣f ′(zk)
∣∣ 6

(n

2

)n
(

ρ
1 − ρn

1 + ρn

)−n

·
n∏

k=1

αk · L ({f(zk)}n
k=1) ,

где αk = 1
π arg f(zk+1)

f(zk) . Равенство в этом неравенстве достигается

для функции
f(z) = z(1 − zn)−

2
n .
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Доказательство. Рассмотрим n-лучевую систе-
му точек An = {f(zk)}n

k=1 и набор секторов ∆k ={
w ∈ U :

∣∣∣arg w − 2π
n (k − 1)

∣∣∣ < π
n

}
, k = 1, n, ∆n+1 = ∆1. Обла-

сти f(∆k) = Bk, f(zk) ∈ Bk, k = 1, n, образуют систему взаимно
неналегающих областей. В силу теоремы 5.1.1 получаем неравенство

n∏

k=1

r (Bk, f(zk)) 6 2n ·
(

n∏

k=1

αk

)
· L(An).

Пусть z = ϕk(ξ) обозначает однолистное и конформное отображение
U на ∆k, ϕk(0) = zk, k = 1, n. Тогда можем записать равенство

r (Bk, f(zk)) =
∣∣f ′(zk)

∣∣ ·
∣∣ϕ′

k(0)
∣∣,

из которого следует, что

n∏

k=1

∣∣f ′(zk)
∣∣ ·

∣∣ϕ′
k(0)

∣∣ 6 2n ·
(

n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ f(zk)

f(zk+1)

∣∣∣
1

2αk

) ∣∣f(zk)
∣∣.

Далее, справедливо соотношение (см. [106,109,117])

∣∣ϕk(0)
∣∣ =

4ρ

n
· 1 − ρn

1 + ρn
, k = 1, n.

И значит,

n∏

k=1

∣∣f ′(zk)
∣∣ 6

(n

2

)n

·
(

ρ
1 − ρn

1 + ρn

)−n

·
(

n∏

k=1

αk

)
· L(An).

Случай равенства проверяется непосредственно. Теорема 5.1.3 дока-
зана.

Аналогичные оценки получены в работах [108–111].

5.1.4. Задачи первого типа для (n, 2)-лучевых систем то-
чек. Теорема 5.1.4. В 1978 году в работе [106] получен резуль-
тат, из которого, в частности, следует решение задачи первого ти-
па (с полным описанием множества экстремалей) для функциона-

ла J =
n∏

k=1

2∏
p=1

r(Bk,p, ak,p), где An,2 = {ak,p}, k = 1, n, p = 1, 2,
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— (n, 2)-лучевая система точек такая, что |ak,1| = ρ, ak,1ak,2 = R2

при ρ, R ∈ R+, ρ < R, а система попарно непересекающихся (мно-
госвязных) областей, удовлетворяющая условиям: Bk,1 ⊂ UR, Bk,2,
k = 1, n, — симметрична области Bk,1 относительно окружности
∂UR. В 1987 году Е.Г. Емельяновым в работе [117] была рассмо-
трена, в случае односвязных областей, более общая задача перво-
го типа для такого же функционала и (n, 2)-лучевой системы то-
чек, расположенных на двух концентрических окружностях, при-
чем условие Bk,1 ⊂ UR, k = 1, n, было снято. В этой работе был
предложен оригинальный метод исследования, и для случая одно-
связных областей получен исчерпывающий результат. В 1997 году
В.Н. Дубининым в работе [111] получено нестандартное обобщение
этого результата на случай специальных систем открытых множеств.
А.К. Бахтиным в диссертации на соискание ученой степени доктора
физико–математических наук был предложен метод исследования,
базирующийся на кусочно-разделяющем преобразовании [108–110],
позволяющий значительно усилить результат работы [117]. Получе-
ны некоторые следствия этих результатов.

Для произвольной (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p},
k = 1, n, p = 1, 2 рассмотрим следующие "управляющие" функцио-
налы

L(An,2) =
n∏

k=1

2∏

p=1

χ

(∣∣∣ ak,p

ak+1,p

∣∣∣
1

2αk

)
|ak,p|,

Lp(An,2) =
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak,p

ak+1,p

∣∣∣
1

2αk

)
|ak,p|, p = 1, 2.

Пусть z = zk(w) и Pk(An,2) — те же, что и при построении функции
(2.2.12) в п. 2.2. Тогда для произвольной (n, 2)-лучевой системы то-
чек будем полагать

ω
(1)
k,p = zk(ak,p), ω

(2)
k,p = zk(ak+1,p),

ω(2)
n,p = zn(a1,p), k = 1, n, p = 1, 2.

Таким образом, каждой области Pk(An,2) посредством функции

zk(w) сопоставляется четверка точек Ωk := {ω(1)
k,1, ω

(2)
k,1, ω

(1)
k,2, ω

(2)
k,2},
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k = 1, n, и в свою очередь, любой заданной системе An,2 однозна-
чно сопоставляется набор {Ωk}n

k=1. Построим конформный автомор-
физм λk(z) плоскости Cz, при котором набор точек Ωk преобразую-

тся в набор точек Ω0
k = {−iρ

1
αk

k , iρ
1

αk

k ,−iρ
− 1

αk

k , iρ
− 1

αk

k , }, 0 < ρk < 1,
k = 1, n. Отобразим, сначала, плоскость Cz при помощи функции
t1 = T1(z) = 1+z

1−z , при этом отображении Ωk, k = 1, n, преобразуе-

тся в набор точек единичной окружности U , причем Im T1(ω
(1)
k,p) < 0,

ImT1(ω
(2)
k,p) > 0, p = 1, 2, k = 1, n. Далее применяем преобразова-

ние из п. 3.1.3: t2 = T2(w) = eiθ (w−bk)

(1−bkw)
, 0 6 θ < 2π, где bk — то-

чка пересечения неевклидовых геодезических соединяющих T1(ω
(1)
k,1)

с T1(ω
(2)
k,2) и T1(ω

(1)
k,2) с T1(ω

(2)
k,1). В результате такого преобразования

точки исходного набора Ωk преобразуются в вершины прямоуголь-
ника, стороны которого параллельны координатным осям, причем

ImT2

(
T1(ω

(1)
k,p)

)
< 0, ImT2

(
T1(ω

(2)
k,p)

)
> 0, p = 1, 2, k = 1, n. Теперь,

положив ζ = T−1◦T2◦T1, получаем искомый автоморфизм ζ = λk(z).
Таким образом, с каждой An,2 сопоставляется единственный набор{
Ω0

k

}n

k=1
. Далее, обозначим

R0 := R0(An,2) :=

[
1 − t0
1 + t0

] 1
n

, t0 := t0(An,2) :=




n∏

k=1

1 − ρ
2

αk

k

1 + ρ
2

αk

k




1
n

.

Теорема 5.1.4. (А.К. Бахтин [42]). Пусть n ∈ N, n > 2. То-
гда для любой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1, 2, такой, что L(An,2) = 1, и любой системы попарно непе-
ресекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1, 2,
справедливо неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 22n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
(

1 − (R0)n

1 + (R0)n

)2n

,

равенство в этом неравенстве достигается тогда и только тогда,
когда {ak,p} и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются, соответственно,



224 Глава5 Экстремальные задачи для (n,m)-лучевых систем ...

полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)2

(wn − (R0)n)2(1 − (R0)nwn)2
dw2,

и cap(B̃k,p\Bk,p) = 0, k = 1, n, p = 1, 2.

Доказательство. В основе доказательства лежит метод
кусочно–разделяющего преобразования [108–110]. Как и при дока-
зательстве теоремы 5.1.1, рассмотрим {Pk(An,2)}n

k=1, {zk(w)}n
k=1,

αk(An,2), θk(An,2), k = 1, n, — объекты, введенные в главе 2 (п. 2.2).

Точно так же построим области G
(2)
k−1,p и G

(1)
k,p, сопоставляемые обла-

сти Bk,p при разделяющем преобразовании относительно семейств

{Pk}n
k=1 и {zk(w)}n

k=1. Отметим, что по построению ω
(s)
k,p ∈ G

(s)
k,p,

k = 1, n, p, s = 1, 2. Так же, как и (5.1.3), учитывая (5.1.2), полу-
чаем неравенство

r(Bk,p, ak,p) 6




r
(
G

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)
r
(
G

(2)
k−1,p, ω

(2)
k−1,p

)

1
αk

|ak,p|
1

αk
−1 · 1

αk−1
|ak,p|

1
αk−1

−1




1
2

, (5.1.10)

k = 1, n, p = 1, 2. Далее, по аналогии с (5.1.4), устанавливаем соо-
тношение

n∏

k=1

2∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6

6

n∏

k=1

2∏

p=1


αk−1αk|ak,p|2

r
(
G

(2)
k−1,p, ω

(2)
k−1,p

)
r
(
G

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)

|ak,p|
1

αk
+ 1

αk−1




1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

)2 n∏

k=1

2∏

p=1

|ak,p|

|ak,p|
1
2

(
1

αk
+ 1

αk−1

) ×

×
n∏

k=1

2∏

p=1

[
r
(
G

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)
r
(
G

(2)
k,p, ω

(2)
k,p

)] 1
2

.
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Нетрудно заметить, что
∣∣ω(1)

k,p − ω
(2)
k,p

∣∣ = |ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk , k = 1, n.
Продолжая рассуждения, подобные проведенным в п. 5.1.1, получа-
ем оценку

n∏

k=1

2∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2 n∏

k=1

2∏

p=1

χ

(∣∣∣ ak,p

ak+1,p

∣∣∣
1

2αk

)
|ak,p|×

×




n∏

k=1

2∏

p=1

r
(
G

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)
r
(
G

(2)
k,p, ω

(2)
k,p

)

∣∣ω(1)
k,p − ω

(2)
k,p

∣∣2




1
2

.

Отметим, что области G
(1)
k,1, G

(2)
k,1, G

(1)
k,2, G

(2)
k,2 взаимно не пересека-

ются. Кроме того, обозначим E
(s)
k,p = λk

(
G

(s)
k,p

)
, где λk(z) — указан-

ный выше автоморфизм плоскости комплексных чисел Cz, k = 1, n,
p, s = 1, 2. Учитывая условие L(An,2) = 1 и конформную инвариан-
тность функционала

Jk =
r
(
G

(1)
k,1, ω

(1)
k,1

)
r
(
G

(2)
k,1, ω

(2)
k,1

)
· r

(
G

(1)
k,2, ω

(1)
k,2

)
r
(
G

(2)
k,2, ω

(2)
k,2

)

∣∣ω(1)
k,1 − ω

(2)
k,1

∣∣2 ·
∣∣ω(1)

k,2 − ω
(2)
k,2

∣∣2 ,

приходим к следующему неравенству:

n∏

k=1

2∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2

×

(5.1.11)

×
n∏

k=1





r

(
E

(1)
k,1,−iρ

1
αk

k

)
r

(
E

(2)
k,1, iρ

1
αk

k

)

4ρ
2

αk

k

×

×
r

(
E

(1)
k,2,−iρ

− 1
αk

k

)
r

(
E

(2)
k,2, iρ

− 1
αk

k

)

4ρ
− 2

αk

k





1
2

.
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Теперь для того, чтобы получить оценку сверху функционала,
стоящего в фигурных скобках правой части (5.1.11), сформулируем
следующий вспомогательный результат.

Лемма 5.1.1. При k = 1, n справедливо неравенство

r

(
E

(1)
k,1,−iρ

1
αk

k

)
r

(
E

(2)
k,1, iρ

1
αk

k

)

4ρ
2

αk

k

·
r

(
E

(1)
k,2,−iρ

− 1
αk

k

)
r

(
E

(2)
k,2, iρ

− 1
αk

k

)

4ρ
− 2

αk

k

6

6


1 − ρ

2
αk

k

1 + ρ
2

αk

k




4

.

Равенство в этом неравенстве достигается тогда и только тогда,

когда Ẽ
(s)
k,p, s, p = 1, 2, при каждом k являются круговыми областя-

ми квадратичного дифференциала

Qk(w)dw2 =
(1 − w2)2

(w2 + ρ2
k)2(1 + ρ2

kw2)2
dw2

и кроме того, cap Ẽ
(s)
k,p\E

(s)
k,p = 0, s, p = 1, 2, k = 1, n.

В односвязном случае эта лемма получена в работе [117]. Для
произвольных многосвязных областей этот результат доказан в [111].
Доказательство утверждения леммы о случае реализации знака ра-
венства получается аналогично предыдущему (см., например, дока-
зательства теорем 3.1.1, 4.1.1). На основании леммы 5.1.1 и неравен-
ства (5.1.11) приходим к соотношению

n∏

k=1

2∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) 6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2

·
n∏

k=1


1 − ρ

2
αk

k

1 + ρ
2

αk

k




2

=

(5.1.12)

= 22n

(
n∏

k=1

αk

)2

·
[
1 − (R0)n

1 + (R0)n

]2n

,

которое дает равенство теоремы 5.1.4. В случае реализации зна-
ка равенства в (5.1.12) необходимо, чтобы равенство достигалось в
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(5.1.10) при всех k = 1, n, p = 1, 2 и выполнялся знак равенства в
неравенстве леммы 5.1.1 для всех k = 1, n. Совокупность этих усло-
вий с учетом леммы 3.1.3 позволяет получить посредством аналоги-
чных предыдущим рассмотрениям (см. доказательства теорем 3.1.1,
4.1.1), что справедливо утверждение теоремы 5.1.4 о знаке равенства
в (5.1.12). Теорема 5.1.4 полностью доказана.

5.1.5. Некоторые следствия. Некоторые следствия из теоре-
мы 5.1.4 вытекают непосредственно.

Следствие 5.1.14. Пусть n > 3, n ∈ N, ρ ∈ (0, 1). Тогда для
всякой (n, 2)-лучевой системы An,2 = {ak,p}, k = 1, n, p = 1, 2, та-
кой, что L(An,2) = 1, R(0)(An,2) = ρ, и любой системы попарно
непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p, k = 1, n, p = 1, 2,
справедливо неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
(

1 − ρn

1 + ρn

)2n

.

Равенство в этом неравенстве достигается тогда и только тогда,
когда ak,p и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)2

(wn − ρn)2(1 − ρnwn)2
dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0, k = 1, n, p = 1, 2.

Следствие 5.1.14 дает решение вполне определенной экстремаль-
ной задачи.

Доказательство. В силу заданных условий, используя теоре-
му 5.1.4, можем получить неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 22n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
[

1 −
(
R(0)

)n

1 +
(
R(0)

)n

]2n

на множестве систем An,2 таких, что L(An,2) = 1, R(0)(An,2) = ρ,
ρ ∈ R+. Из этого соотношения следует искомое неравенство. Утвер-
ждение о знаке равенства следует из теоремы 5.1.4. Следствие 5.1.14
доказано.
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Следствие 5.1.15. Пусть n > 3, n ∈ N, R, ρ ∈ R+, ρ < R. Тогда
для любой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1, 2, такой, что L(An,2) = R2n, R(0)

(
1
R · An,2

)
= ρ

R , и любой
системы попарно непересекающихся областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p,
k = 1, n, p = 1, 2, справедливо неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
(

Rn − ρn

Rn + ρn

)2n

.

Равенство в этом неравенстве достигается тогда и только тогда,
когда ak,p и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)2

(wn − ρn)2(R2n − ρnwn)2
dw2,

и cap
(
B̃k,p\Bk,p

)
= 0, k = 1, n, p = 1, 2.

Доказательство. Рассмотрим систему точек 1
R · An,2, для ко-

торой выполняются условия L
(

1
R · An,2

)
= 1, R(0)

(
1
R · An,2

)
= ρ

R . В
силу следствия 5.1.14 имеет место неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r
(
B′

k,p, a
′
k,p

)
6 22n ·

(
n∏

k=1

αk

)2

·
[

1 −
(

ρ
R

)n

1 +
(

ρ
R

)n

]2n

,

где B′
k,p и a′

k,p — образы Bk,p и ak,p при отображении w′ = 1
R ·w, k =

1, n, p = 1, 2. Очевидно, что r
(
B′

k,p, a
′
k,p

)
= 1

Rr (Bk,p, ak,p). Отсюда
следует, что

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
[
Rn − ρn

Rn + ρn

]2n

.

Случай равенства исследуется аналогично предыдущему. Следствие
5.1.15 доказано.

Кроме того, теперь можно получить существенное обобщение
известного результата Е.Г. Емельянова [117]. Действительно, поло-

жим [L1(An,2)]
1
n =: λ, [L2(An,2)]

1
n =: R2

λ , [L(An,2)]
1
n = R2, λ,R ∈ R+.
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Для произвольной (n, 2)-лучевой системы An,2 = {ak,p}, k = 1, n,

p = 1, 2, и соответствующих значений λp = (Lp(An,2))
1
n пусть

An,2(λ) = {ak,p(λ)} обозначает (n, 2)-лучевую систему точек такую,
что

ak,p(λ) = λp · ak,p

|ak,p|
, k = 1, n, p = 1, 2,

где λ1 := λ, λ2 := R2

λ . Используя данные ранее обозначения, можем
записать

t0

(
1

R
· An,2

)
=




n∏

k=1

1 − ρ
2

αk

k

1 + ρ
2

αk

k




1
n

,

t0

(
1

R
· An,2(λ)

)
=




n∏

k=1

1 −
(

λ
R

) 2
αk

1 +
(

λ
R

) 2
αk




1
n

.

Следствие 5.1.16. Пусть n > 3, n ∈ N, λ,R ∈ R+, λ < R. То-
гда для любой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1, 2, такой, что L(An,2) = R2n, L1(An,2) = λn, t0

(
1
R · An,2

)
=

t0
(

1
RAn,2(λ)

)
, и любой системы попарно непересекающихся обла-

стей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1, 2, справедливо не-
равенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
[
t0

(
1

R
An,2(λ)

)]2n

.

Равенство в этом неравенстве достигается тогда и только тогда,
когда ak,p и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)2

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2,

и cap B̃k,p\Bk,p = 0.

Доказательство. Рассмотрим систему точек

A′
n,2 =

1

R
· An,2 =

{
a′

k,p

}
=

{
1

R
· ak,p

}
, k = 1, n, p = 1, 2.
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Очевидно, что

L
(
A′

n,2

)
=

n∏

k=1

2∏

p=1

χ

(∣∣∣
a′

k,p

a′
k+1,p

∣∣∣
1

2αk

)
|a′

k,p| =

=

[
n∏

k=1

2∏

p=1

χ

(∣∣∣ ak,p

ak+1,p

∣∣∣
1

2αk

)
|ak,p|

]
· R−2n = L(An,2) · R−2n = 1.

Образ области Bk,p при отображении w′ = 1
Rw обозначим B′

k,p, k =

1, n, p = 1, 2. Из теоремы 5.1.4 получаем

n∏

k=1

2∏

p=1

r
(
B′

k,p, a
′
k,p

)
6 22n ·

(
n∏

k=1

αk

)2

·
[

1 −
[
R0

(
A′

n,2

)]n

1 +
[
R0

(
A′

n,2

)]n

]2n

.

Используя обозначения, можем записать

R0
(
A′

n,2

)
=

[
1 − t0

(
A′

n,2

)

1 + t0
(
A′

n,2

)
] 1

n

.

Отсюда следует, что

t0
(
A′

n,2

)
=

1 −
(
R0

(
A′

n,2

))n

1 +
(
R0

(
A′

n,2

))n .

С другой стороны, по определению величины t0, справедливо равен-
ство

t0
(
A′

n,2

)
=

[
n∏

k=1

1 − (ρ′k)
2

αk

1 + (ρ′k)
2

αk

] 1
n

.

Из условий следствия 5.1.16 вытекает

t0
(
A′

n,2

)
= t0

(
1

R
An,2(λ)

)
= t0

(
An,2

(
λ

R

))
=




n∏

k=1

1 −
(

λ
R

) 2
αk

1 +
(

λ
R

) 2
αk




1
n

.

Далее, отметим, что выполняются равенства

r
(
B′

k,p, a
′
k,p

)
= R−1 · r(Bk,p, ak,p), k = 1, n, p = 1, 2.
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В итоге приходим к неравенству

n∏

k=1

2∏

p=1

r(Bk,p, ak,p) = R2n
n∏

k=1

2∏

p=1

r
(
B′

k,p, a
′
k,p

)
6

6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·




n∏

k=1

1 −
(

λ
R

) 2
αk

1 +
(

λ
R

) 2
αk




2

=

= (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
[
t0

(
1

R
An,2(λ)

)]2n

.

Утверждение о знаке равенства следует из теоремы 5.1.4. Следствие
доказано.

Следствие 5.1.17. Пусть n > 3, n ∈ N, λ,R ∈ R+, λ < R. То-
гда для любой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1, 2, такой, что L(An,2) = R2n, L1(An,2) = λn, t0

(
1
R · An,2

)
=

t0
(

1
RAn,2(λ)

)
, и любой системы попарно непересекающихся обла-

стей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1, 2, выполняется не-
равенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6

(
4R

n

)2n

·
[
Rn − λn

Rn + λn

]2n

.

Равенство в этом неравенстве достигается тогда и только тогда,
когда ak,p и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются, соответственно,
полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)2

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2,

и cap B̃k,p\Bk,p = 0.

Следствие 5.1.17 существенно усиливает теорему 2.3.10.
Доказательство. В силу следствия 5.1.16 справедливо нера-

венство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2

·
[
t0

(
1

R
An,2(λ)

)]2n

=
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= (2R)2n ·




n∏

k=1

αk

1 −
(

λ
R

) 2
αk

1 +
(

λ
R

) 2
αk




2

.

Далее, для продолжения доказательства нам придется суще-
ственным образом использовать следующую лемму.

Лемма 5.1.2. [117]. Функция y = ln x 1−ρ
1
x

1+ρ
1
x

выпукла вверх по

x ∈ (0, 1) при каждом фиксированном ρ ∈ (0, 1).

В [117] доказательство этой леммы не приведено, поэтому для
полноты изложения мы даем свой вариант этого доказательства.

Доказательство леммы 5.1.2. Достаточно показать, что

y′′
x2 = − 1

x2

[
1 −

1
x ln 1

ρ

1 − ρ
1
x

· 2ρ
1
x

1 + ρ
1
x

(
2 −

1
x ln 1

ρ

1 − ρ
1
x

· 1 + ρ 2
x

1 + ρ
1
x

)]
6 0

при всех x, ρ ∈ (0, 1). Положим ρ
1
x = z = 1 − δ, δ ∈ (0, 1), z ∈ (0, 1).

Сделаем замену переменной z = ρ
1
x , и теперь достаточно показать,

что
ln 1

z

1 − z
· 2z

1 + z

(
2 − ln 1

z

1 − z
· 1 + z2

1 + z

)
6 1

при z ∈ (0, 1). Далее, обозначим z = 1 − δ, получаем

ln 1
z

1 − z
· 2z

1 + z
=

− ln(1 − δ)

δ
· 1 − δ

1 − 1
2δ

=

=

(
1 +

∞∑

k=1

1

k + 1
δk

)(
1 −

1
2δ

1 − 1
2δ

)
=

=

(
1 +

∞∑

k=1

1

k + 1
δk

)(
1 −

∞∑

p=1

(
1

2
δ

)p
)

=

= 1 +

∞∑

n=1

(
1

n + 1
−

n∑

p=1

(
1

2

)p
1

n − p + 1

)
δn =

= 1 +

(
1

2
− 1

2

)
δ +

(
1

3
− 1

2
· 1

2
−

(
1

2

)2
)

δ2 + . . . +
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+

(
1

n + 1
− 1

2
· 1

n
−

(
1

2

)2

· 1

n − 1
−

(
1

2

)3

· 1

n − 2
− . . .−

−
(

1

2

)n−1

· 1

2
−

(
1

2

)n
)

δn + . . . =: 1 −
∞∑

n=2

lnδn, l1 = 0.

Этот степенной ряд сходится при любом δ ∈ (0, 1). Нетрудно видеть,
что

ln =

(
1

2

)n

+
1

2
· 1

2n−1
+

1

3
· 1

2n−2
+ . . . +

+
1

k
· 1

2n−k+1
+ . . . +

1

n
· 1

2
− 1

n + 1
>

>
1

2n
+

1

n

(
1

2n−1
+

1

2n−2
+ . . . +

1

2

)
− 1

n + 1
=

=
1

2n
+

1

n
·

1
2 − 1

2n

1 − 1
2

− 1

n + 1
=

1

2n
+

1

n
· 2

(
1

2
− 1

2n

)
− 1

n + 1
=

=
1

2n
+

1

n
·
(

1 − 1

2n−1

)
− 1

n + 1
=

1

n
− 1

n + 1
+

1

2n
− 1

n
· 1

2n−1
=

=
1

n(n + 1)
+

1

2n

(
1

2
− 1

n

)
> 0

при n > 2. Отсюда следует, что

0 <
ln 1

z

1 − z
· 2z

1 + z
< 1

при всех z ∈ (0, 1). Далее, аналогично, исследуем величину

ln 1
z

1 − z
· 1 + z2

1 + z
=

(
1 +

∞∑

k=1

1

k + 1
δk

) (
1 − 1

2
δ +

∞∑

k=2

(
δ

2

)k
)

,

предполагая, что

1 + z2

1 + z
=

1 − δ + 1
2δ2

1 − 1
2δ

=
1 − 1

2δ

1 − 1
2δ

− 1

2
δ · 1 − δ

1 − 1
2δ

=
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= 1 − 1

2
δ

(
1 −

1
2δ

1 − 1
2δ

)
= 1 − δ

2
+

∞∑

k=2

(
δ

2

)k

.

Тогда (здесь p 6= 1)
ln 1

z

1 − z
· 1 + z2

1 + z
=

=

( ∞∑

k=0

1

k + 1
δk

) (
1 +

∞∑

p=2

1

2p
δp

)
− δ

2

∞∑

k=0

δk

k + 1
=

=
∞∑

k=0


 ∑

k+p=n

1

2p
· 1

k + 1
δk+p


 −

∞∑

n=1

1

2n
δn =

= 1 +

∞∑

n=1

[
n∑

p=0

1

2p
· 1

n − p + 1
− 1

2n

]
δn =: 1 +

∞∑

n=1

γnδn.

Последний степенной ряд сходится при δ ∈ [0, 1). Рассмотрим (при
p 6= 1)

γn =

[
n∑

p=0

1

2p
· 1

n − p + 1

]
− 1

2n
=

=
1

n + 1
+

1

22
· 1

n − 1
+

1

23
· 1

n − 2
+ . . . +

1

2k
· 1

n − k + 1
+ . . . +

+
1

2n−2
· 1

3
+

1

2n−1
· 1

2
+

1

2n
− 1

2n
=

=
1

n + 1
− 1

2n
+

n∑

p=2

1

2n
· 1

n − p + 1
=

=
2n − n − 1

2n(n + 1)
+

n∑

p=2

1

2p
· 1

n − p + 1
=

=
n − 1

2n(n + 1)
+

n∑

p=2

1

2p
· 1

n − p + 1
> 0, n > 2, γ1 = 0.

Итак, при всех n > 2 имееем γn > 0, и следовательно,
ln 1

z

1−z ·
1+z2

1+z > 1 при всех 0 < z < 1. И значит, можно заключить, что
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(
2 − ln 1

z

1−z · 1+z2

1+z

)
< 1 при всех z ∈ (0, 1). Тогда справедливо неравен-

ство

1 − ln 1
z

1 − z
· 2z

1 + z

(
2 − ln 1

z

1 − z
· 1 + z2

1 + z

)
> 0

для всех z ∈ (0, 1). Отсюда следует выпуклость вверх функции y =

ln x 1−ρ
1
x

1+ρ
1
x

для x, ρ ∈ (0, 1). Лемма доказана.

Как следует из доказательства, лемма 5.1.2 верна при ρ ∈ (0, 1)
и x ∈ (0,∞). Учитывая все приведенное выше, получаем

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R)2n ·




n∏

k=1

αk · 1 −
(

λ
R

) 2
αk

1 +
(

λ
R

) 2
αk




2

6

6 (2R)2n ·
(

2

n

)2n

·
[

1 −
(

λ
R

)n

1 +
(

λ
R

)n

]2n

=

(
4R

n

)2n [
Rn − λn

Rn + λn

]2n

.

Утверждение о знаке равенства следует из следствия 5.1.16. След-
ствие доказано.

Функционал t0(An,2), определенный на множестве (n, 2)-лучевых
систем точек, можно распространить на принадлежащие единично-
му кругу n-лучевые системы точек An = {ak}n

k=1 ⊂ U по следующе-
му правилу:

t0(An) := t0

(
Ân,2

)
,

где Ân,2 = {ak,p}, ak,1 := ak, ak,2 := (ak)−1, k = 1, n. Очевидно,
что если An ⊂ UR, R ∈ R+, то t0(An) := t0

(
1
RAn

)
. Аналогично

предыдущему, для любой n-лучевой системы точек An = {ak} ⊂ UR

и 0 < λ < R положим

An(λ) :=

{
ak

|ak|
λ

}n

k=1

.

Из определения вытекает, что An(λ) ⊂ UR при всех λ ∈ (0, R). Те-
перь можно сформулировать результат, являющийся следствием из
теоремы 5.1.1 и леммы 5.1.2.
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Следствие 5.1.18. Пусть n > 3, n ∈ N, λ,R ∈ R+, λ <
R. Тогда для любой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1,
удовлетворяющей условиям An ⊂ UR, L(An) = λn, t0

(
1
RAn

)
=

t0
(

1
RAn(λ)

)
, и произвольной системы попарно непересекающихся

областей {Bk}n
k=1, ak ∈ Bk ⊂ UR, k = 1, n, справедливо неравен-

ство
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
4λ

n

)n

·
[
Rn − λn

Rn + λn

]n

.

Знак равенства здесь достигается тогда и только тогда, когда ak

и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно, принадлежащими UR

полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2,

и cap B̃k\Bk = 0.

Следствие 5.1.18 существенно усиливает теорему 2.3.9.
Доказательство. Сначала рассмотрим случай R = 1, то есть

ak ∈ Bk ⊂ U1, k = 1, n. Из равенства (5.1.6) получаем неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 (2λ)n ·
(

n∏

k=1

αk

)


n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2




1
2

.

Очевидно, что g
(s)
k ∈ G

(s)
k ⊂ U1, G

(1)
k

⋂
G

(2)
k = ∅, k = 1, n, s = 1, 2.

При каждом k = 1, n рассмотрим конформный автоморфизм w =
Tk(z) плоскости комплексных чисел, при котором мнимая ось и еди-
ничный круг преобразуются на себя, причем

Tk

(
g
(s)
k

)
= (−1)s · i(λk)

1
αk , λk ∈ R+,

Tk

(
G

(s)
k

)
=: Ω

(s)
k , k = 1, n, s = 1, 2.

Существование таких автоморфизмов очевидно.
Далее, в силу условий следствия 5.1.18, инвариантности функци-

онала
∣∣a1−a2

∣∣−2
r(B1, a1) r(B2, a2) и классической теоремы П.П. Ку-
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фарева (см. напр. [156,162]) имеем неравенство

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 (2λ)n·
(

n∏

k=1

αk

)



n∏

k=1

r

(
Ω

(1)
k ,−iλ

1
αk

k

)
r

(
Ω

(2)
k , iλ

1
αk

k

)

4λ2
k




1
2

6

6 (2λ)n ·
(

n∏

k=1

αk

)
n∏

k=1

1 − λ
2

αk

1 + λ
2

αk

= (2λ)n
n∏

k=1

αk · (t0(An))
n

=

= (2λ)n
n∏

k=1

αk · (t0(An(λ)))
n

= (2λ)n
n∏

k=1

αk · 1 − λ
2

αk

1 + λ
2

αk

6

6 (2λ)n

(
2

n

)n (
1 − λn

1 + λn

)n

=

(
4λ

n
· 1 − λn

1 + λn

)n

.

Если R 6= 1, то полагаем A′
n = 1

RAn и {B′
k}n

k=1, B′
k = TR(Bk),

TR(z) := 1
Rz, и получаем соотношение

n∏

k=1

r (B′
k, a′

k) 6

(
4

n
· λ

R
· 1 −

(
λ
R

)n

1 +
(

λ
R

)n

)n

,

которое равносильно искомому неравенству. Случай равенства ис-
следуется аналогично предыдущему. Следствие доказано.

Следствие 5.1.19. Пусть n > 3, n ∈ N, R, λ ∈ R+, λ
R ∈

(
0, 1

7

]
.

Тогда для любой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, k =
1, n, p = 1, 2, такой, что L(An,2) = R2n, L1(An,2) = λn, t0

(
1
RAn,2

)
=

t0
(

1
RAn,2(λ)

)
, и произвольной системы взаимно непересекающихся

областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, n, p = 1, 2, справедливо
неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r (Bk,p, ak,p) 6 (2R)2n ·
(

n∏

k=1

αk

)2 [
Rn − λn

Rn + λn

]2n

.

Знак равенства здесь достигается тогда и только тогда, когда ak,p

и B̃k,p, k = 1, n, p = 1, 2, являются, соответственно полюсами и
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круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)2

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2,

и cap B̃k,p\Bk,p = 0, k = 1, n, p = 1, 2.

Следствие 5.1.19 усиливает теорему 2.3.10 за счет угловых па-
раметров при значениях λ, 0 < λ < 1

7R. Аналогичный результат
справедлив для неналегающих областей в круге UR.

Следствие 5.1.20. Пусть n > 3, n ∈ N, R, λ ∈ R+, λ
R ∈

(
0, 1

7

]
.

Тогда для любой n-лучевой системы точек An = {ak}n
k=1, An ⊂

UR, L(An) = λn, t0
(

1
RAn

)
= t0

(
1
RAn(λ)

)
, и произвольной системы

взаимно непересекающихся областей {Bk}n
k=1, ak ∈ Bk ⊂ UR, k =

1, n, выполняется неравенство

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 (2λ)n ·
(

n∏

k=1

αk

)[
Rn − λn

Rn + λn

]n

.

Знак равенства здесь достигается тогда и только тогда, когда ak

и B̃k, k = 1, n, являются, соответственно, принадлежащими UR

полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + Rn)2

(wn − λn)2(R2n − λnwn)2
dw2,

и cap B̃k\Bk = 0, k = 1, n.

Данный результат усиливает теорему 2.3.9 за счет угловых пара-
метров при λ ∈

(
0, 1

7

]
.

5.1.6. Задачи первого типа для (n, 2)-лучевых систем то-
чек и открытых множеств. При введенных выше обозначениях
справедлива

Теорема 5.1.5. (Бахтин А.К., Вьюн В.Е. [56]). Пусть n > 2. То-
гда, для любой (n, 2)-лучевой системы точек An,2 = {ak,p}, k = 1, n,
p = 1, 2, такой, что L(An,2) = 1, и для произвольного открытого
множества D ⊂ C, удовлетворяющего первое условие неналегания



5.1 Оценки функционалов первого типа для n-лучевых ... 239

относительно заданной An,2, имеет место неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r(D, ak,p) 6

(5.1.13)

6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2



n∏

k=1

1 − ρ
2

αk

k

1 + ρ
2

αk

k




2
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp {− gD(ak,p, aq,s)},

знак равенства в котором достигается, когда точки ak,p, k = 1, n,
p = 1, 2, и множество D являются, соответственно, полюсами и
объединением всех круговых областей квадратичного дифференциа-
ла

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)2

(wn − (R0)n)2(1 − (R0)nwn)2
dw2.

Доказательство. Из условий, наложенных на множество D,
следует, что функция gD(z, w) определена при всех z, w ∈ D и
конечна при всех z 6= w. Пусть E0 = C \ D, E(ak,p, ε) = {w ∈
C : |w − ak,p| 6 ε}, ε ∈ R+, k = 1, n, p = 1, 2. Для достато-
чно малых ε рассмотрим конденсатор C(ε,D,An,2) =

{
E0, E1(ε)

}
,

E1(ε) =
n⋃

k=1

2⋃
p=1

E(ak,p, ε), и его емкость

cap C(ε,D,An,2) := inf

∫∫ ((
∂ψ

∂x

)2

+

(
∂ψ

∂y

)2
)

dxdy,

где точная нижняя грань берется по всем вещественным непрерыв-

ным, липшицевым на C функциям ψ = ψ(z) таким, что ψ
∣∣∣
E0

= 0,

ψ
∣∣∣
E1(ε)

= 1.

С учетом теоремы 1 работы [111] можем записать асимптотиче-
ское равенство

∣∣C(ε,D,An,2)
∣∣ =

1

4πn
log

1

ε
+ M(D,An,2) + o(1), ε → 0, (5.1.14)
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где величина M(D,An,2) — приведенный модуль множества D отно-
сительно системы точек An,2:

M(D,An,2) =
1

8πn2




n∑

k=1

2∑

p=1

log r(D, ak,p) +
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s)


 .

(5.1.15)

Рассмотрим разделяющее преобразование конденсатора
C(ε,D,An,2) относительно системы функций {zk(w)}n

k=1 и си-
стемы областей {Pk}n

k=1. Пусть

Ck(ε,D,An,2) =
{

E
(k)
0 , E

(k)
1 (ε)

}
,

где E
(k)
0 , k = 1, n, — объединение образа множества E0

⋂
P k при

отображении zk(w) с симметричным ему множеством относительно

мнимой оси, а E
(k)
1 (ε), k = 1, n, — объединение образа множества

E1(ε)
⋂

P k при том же отображении с симметричным ему множе-
ством относительно мнимой оси. Тогда выполняется основное нера-
венство метода кусочно–разделяющего преобразования

cap C(ε,D,An,2) >
1

2

n∑

k=1

cap Ck(ε,D,An,2). (5.1.16)

Отсюда непосредственно получаем неравенство, играющее ключе-
вую роль для дальнейших оценок

∣∣C(ε,D,An,2)
∣∣ 6 2

(
n∑

k=1

∣∣Ck(ε,D,An,2)
∣∣−1

)−1

. (5.1.17)

Пусть Ω
(1)
k,p, Ω

(2)
k,p, k = 1, n, p = 1, 2, — те же, что и в доказатель-

стве теоремы 5.1.4, для которых имеют место неравенства (5.1.10) и
(5.1.11). Аналогично способу получения асимптотических равенств
(5.4.1) и (5.4.2), приходим к соотношениям

∣∣Ck(ε,D,An,2)
∣∣ =

1

8π
log

1

ε
+ Mk(D,An,2) + o(1), ε → 0, (5.1.18)
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k = 1, n, где величины Mk(D,An,2) при каждом k = 1, 2, ..., n опре-
деляются следующим выражением:

Mk(D,An,2) =
1

2π

1

16

2∑

p=1

log
r
(
Ω

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)

1
αk

|ak,p|
1

αk
−1

r
(
Ω

(2)
k,p, ω

(2)
k,p

)

1
αk

|ak+1,p|
1

αk
−1

. (5.1.19)

В свою очередь, из (5.4.6) следует

n∑

k=1

∣∣Ck(ε,D,An,2)
∣∣−1

=
8πn

log 1
ε

−
(

8π

log 1
ε

)2 n∑

k=1

Mk(D,An,2)+

+o

((
1

log 1
ε

)−2
)

, ε → 0.

Уже отсюда получаем выражение, дающее асимптотику правой
части неравенства (5.1.17), —

(
n∑

k=1

∣∣Ck(ε,D,An,2)
∣∣−1

)−1

=

=

[
8πn

log 1
ε

(
1 − 8π

log 1
ε

1

n

n∑

k=1

Mk(D,An,2) + o

((
1

log 1
ε

))−1
)]−1

=

(5.1.20)

=
1

8πn
log

1

ε

(
1 +

8π

n log 1
ε

n∑

k=1

Mk(D,An,2) + o

(
1

log 1
ε

))
=

=
1

8πn
log

1

ε
+

1

n2

n∑

k=1

Mk(D,An,2) + o(1), ε → 0.

Далее, из неравенства (5.1.17) с учетом (5.4.1) и (5.1.20) следует

1

4πn
log

1

ε
+M(D,An,2)+o(1) 6

1

4πn
log

1

ε
+

2

n2

n∑

k=1

Mk(D,An,2)+o(1).
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Сокращаем особенности в последнем неравенстве и устремляем ε к
нулю, получаем в результате неравенство для приведенных модулей

M(D,An,2) 6
2

n2

n∑

k=1

Mk(D,An,2). (5.1.21)

Выражения (5.4.2), (5.1.19) и (5.1.21) приводят к неравенству

n∑

k=1

2∑

p=1

log r(D, ak,p) +
∑

(k,p) 6=(q,s)

gD(ak,p, aq,s) 6

6
1

2

n∑

k=1




2∑

p=1

log
r
(
Ω

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)

1
αk

· |ak,p|
1

αk
−1

+

2∑

p=1

log
r
(
Ω

(2)
k,p, ω

(2)
k,p

)

1
αk

· |ak+1,p|
1

αk
−1


 .

От последнего неравенства нетрудно перейти к следующему:

n∏

k=1

2∏

p=1

r(D, ak,p)
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

6




n∏

k=1

2∏

p=1

r
(
Γ

(1)
k,p, γ

(1)
k,p

)

1
αk

· |ak,p|
1

αk
−1

·
r
(
Γ

(2)
k,p, γ

(2)
k,p

)

1
αk

· |ak+1,p|
1

αk
−1




1
2

.

Отсюда, с учетом рассуждений, проведенных при доказательстве
теоремы 5.1.4, получаем неравенство

n∏

k=1

2∏

p=1

r(D, ak,p)
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2

·
n∏

k=1

2∏

p=1

χ

(∣∣∣ ak,p

ak+1,p

∣∣∣
1

2αk

)
|ak,p|×

×
n∏

k=1




2∏

p=1

r
(
Ω

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)
· r

(
Ω

(2)
k,p, ω

(2)
k,p

)

∣∣ω(1)
k,p − ω

(2)
k,p

∣∣2




1
2

.



5.2 Задачи второго типа для n-лучевых систем точек 243

Далее, учитывая условие теоремы L(An,2) = 1, приходим к нера-
венству

n∏

k=1

2∏

p=1

r(D, ak,p)
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2

·
n∏

k=1




2∏

p=1

r
(
Ω

(1)
k,p, ω

(1)
k,p

)
· r

(
Ω

(2)
k,p, ω

(2)
k,p

)

∣∣ω(1)
k,p − ω

(2)
k,p

∣∣2




1
2

.

Используя формулу (5.1.11), можем сделать вывод, что

n∏

k=1

2∏

p=1

r(D, ak,p)
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp gD(ak,p, aq,s) 6

6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2

× (5.1.22)

×




n∏

k=1

r

(
E

(1)
k,1,−iρ

1
αk

k

)
r

(
E

(2)
k,1, iρ

1
αk

k

)

4ρ
2

αk

k

×

×
r

(
E

(1)
k,2,−iρ

− 1
αk

k

)
r

(
E

(2)
k,2, iρ

− 1
αk

k

)

4ρ
− 2

αk

k




1
2

.

Наконец, учитывая лемму 5.1.1 и неравенство (5.1.22), получаем
соотношение

n∏

k=1

2∏

p=1

r(D, ak,p) 6

6 22n

(
n∏

k=1

αk

)2



n∏

k=1

1 − ρ
2

αk

k

1 + ρ
2

αk

k




2
∏

(k,p) 6=(q,s)

exp {− gD(ak,p, aq,s)}.

Утверждение о знаке равенства в неравенстве (5.1.13) проверяется
непосредственно. Теорема полностью доказана.
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5.2 Задачи второго типа для n-лучевых систем точек

5.2.1. Равнолучевые системы точек и оценки функцио-
налов второго типа. Рассмотрим теперь задачу об оценке функци-
онала

Jn(γ) = rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak),

где An = {ak}n
k=1 — n-равнолучевая система точек, а {Bk}n

k=1 —
система попарно непересекающихся областей, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
γ ∈ R+. В данном случае справедлив следующий результат.

Теорема 5.2.1. Пусть n ∈ N, n > 3, γ ∈ R+, γ 6 n2. Тогда для
любой n-равнолучевой системы точек An = {ak}n

k=1 и произвольной
системы взаимно непересекающихся областей {Bk}n

k=0, ak ∈ Bk ⊂
C, k = 0, n, a0 = 0 справедливо неравенство

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏

k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k ),

где {a(0)
k } и B

(0)
k , k = 0, n, — полюсы и соответствующие этим

полюсам круговые области квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + Rnγ

w2(wn − Rn)2
dw2,

Rn+γ =

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)]1− 2γ

n2
[

n∏

k=1

|ak|
]1+ γ

n

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только

тогда, когда ak = a
(0)
k , B̃k = B

(0)
k , k = 0, n, и cap(B̃k\Bk) = 0,

k = 0, n.

Доказательство. Для данной n-лучевой системы точек An =
{ak}n

k=1 рассмотрим все те же объекты, что и при доказательстве
теоремы 5.1.1 и используем формулы (5.1.2) и (5.1.3). Добавим соо-
тветствующую (см. [108–110]) формулу для разделяющего преобра-
зования области B0 относительно произвольной n-лучевой системы
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точек An, {Pk(An)}n
k=1, {zk(w)}n

k=1, {αk(An)}n
k=1 (см. п. 2.1.1). Оче-

видно, что

|zk(w)| = |w|
1

αk , w → 0, w ∈ Pk, k = 1, n.

Тогда

r(B0, 0) 6

n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)]α2
k
2

,

где G
(0)
k — объединение связной компоненты множества

zk

(
B0

⋂
Pk(An)

)
, содержащей начало координат, с его симме-

тричным отражением относительно мнимой оси. Отсюда и из (5.1.3)
получаем

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)]α2
k
2 γ

·
n∏

k=1




r
(
G

(2)
k−1, g

(2)
k−1

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)

1
αk−1·αk

|ak|
1

αk−1
−1 · |ak|

1
αk

−1




1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

|ak|

|ak|
1
2

(
1

αk
+ 1

αk−1

) ×

×
[

n∏

k=1

rα2
kγ

(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)] 1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

)
·




n∏

k=1

rα2
kγ

(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

(∣∣g(1)
k

∣∣∣∣g(2)
k

∣∣
)α2

k
γ

·
∣∣g(1)

k − g
(2)
k

∣∣2−α2
k
γ




1
2

×

×
n∏

k=1

(∣∣g(1)
k

∣∣∣∣g(2)
k

∣∣
)α2

k
γ

2 ·
∣∣g(1)

k − g
(2)
k

∣∣1−
α2

k
2 γ

|ak|
1
2

(
1

αk
+ 1

αk−1

) |ak| =

=

(
n∏

k=1

αk

)
·





n∏

k=1

[
|ak|

1
αk |ak+1|

1
αk

|ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

]α2
k

γ

2

· |ak|
1

αk + |ak+1|
1

αk

|ak · ak+1|
1

2αk

|ak|





×
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×




n∏

k=1

rα2
kγ

(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k · g(2)

k

∣∣α2
k
γ ·

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2−α2
k
γ




1
2

=

=

(
n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− γ
2 α2

k

·
[

n∏

k=1

|ak|1+
γ
4 (αk+αk−1)

]
×

×2
n− γ

2

n∑
k=1

α2
k ·




n∏

k=1

rα2
kγ

(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣g(1)
k · g(2)

k

∣∣α2
k
γ ·

∣∣g(1)
k − g

(2)
k

∣∣2−α2
k
γ




1
2

.

При каждом k = 1, n несложно указать конформный автоморфизм
ζ = Tk(z) плоскости комплексных чисел C такой, что Tk(0) = 0,

Tk

(
g
(s)
k

)
= (−1)s · i, Ω

(q)
k := Tk

(
G

(q)
k

)
, k = 1, n, s = 1, 2, q =

0, 1, 2. Инвариантность относительно конформных автоморфизмов
C функционала

J3(α1, α2, α3) =
rα1(B1, a1) · rα2(B2, a2) · rα3(B3, a3)

|a1 − a2|α1+α2−α3 · |a1 − a3|α1−α2+α3 · |a2 − a3|−α1+α2+α3
,

αk ∈ R+, ak ∈ Bk ⊂ C, Bk

⋂
Bp = ∅, k = 1, 2, 3, p = 1, 2, 3, k 6= p,

по-видимому, впервые указана в работе [141]. С учетом этой инвари-
антности, получаем

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

(
n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− γ
2 α2

k

·
[

n∏

k=1

|ak|1+
γ
4 (αk+αk−1)

]
×

×
[

n∏

k=1

rα2
kγ

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r

(
Ω

(1)
k ,−i

)
· r

(
Ω

(2)
k , i

)] 1
2

6 (5.2.1)

6

(
n∏

k=1

αk

)
·L(γ)(An) ·

[
n∏

k=1

rα2
kγ

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r

(
Ω

(1)
k ,−i

)
· r

(
Ω

(2)
k , i

)] 1
2

,
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где L(γ)(An) :=
n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2 γα2

k

·
n∏

k=1

|ak|1+
1
4 γ(αk+αk−1).

Для равнолучевых систем точек из (5.2.1) и [109] (теорема 4),
следует соотношение

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

(
2

n

)n

· L(γ)(An) ·
[

n∏

k=1

r
4γ

n2

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r

(
Ω

(1)
k ,−i

)
· r

(
Ω

(2)
k , i

)] 1
2

6

(5.2.2)

6

(
2

n

)n

· L(γ)(An) ·
[
r

4γ

n2 (D0, 0) · r (D1,−i) · r (D2, i)
]n

2

,

где

L(γ)(An) :=

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)]1− 2γ

n2

·
[

n∏

k=1

|ak|
]1+ γ

n

,

а Ds, s = 0, 2, — круговые области квадратичного дифференциала

Q(ζ)dζ2 =
(n2 − γ)ζ2 − γ

ζ2(ζ2 + 1)2
dζ2. (5.2.3)

Ключевая оценка (5.2.2) получена благодаря инвариантности
указанного выше функционала J3(α1, α2, α3) и использованию идей
и результатов работы [109]. В случае реализации знака равенства в
(5.2.2), аналогично предыдущему (см.теоерему 3.1.1, 5.1.1), нетру-
дно показать, что |ak| = R, k = 1, n. Более того, преобразование

ζ = −i
(

w
R

)n
2 является накрывающим преобразованием. Поэтому, де-

лая в (5.2.3) замену переменной ζ = −i
(

w
R

)n
2 , получаем квадрати-

чный дифференциал

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + Rnγ

w2(wn − Rn)
dw2, (5.2.4)

где R =

[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)1− 2γ

n2

] 1
n+γ

·
[

n∏
k=1

|ak|1+
γ
n

] 1
n+γ

.
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Непосредственной проверкой можно показать, что величина

rγ(B
(0)
0 , 0)

n∏
k=1

r(B
(0)
k , a

(0)
k ), где a

(0)
k , B

(0)
k , k = 0, n, — полюсы и круго-

вые области (5.2.4), равна правой части неравенства (5.2.2). В случае
экстремальной конфигурации, как и ранее, получаем равенство

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) = rγ(B̃0, 0)
n∏

k=1

r(B̃k, ak).

Отсюда сразу заключаем, что

r(Bk, ak) = r(B̃k, ak), k = 0, n, a0 = 0.

Последнее приводит нас к выводу о том, что cap
(
B̃k\Bk

)
= 0, k =

0, n. Теорема доказана.

Следствие 5.2.1. Пусть n ∈ N, n > 3, γ ∈ R+, γ < n2. Тогда для
произвольной n-равнолучевой системы точек An = {ak}n

k=1 и прои-
звольной системы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=0,
ak ∈ Bk ⊂ C, k = 0, n, a0 = 0, выполняется неравенство

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

(
4

n

)n

·
(

4γ
n2

) γ
n

(
1 − γ

n2

)n+ γ
n

·
(

n −√
γ

n +
√

γ

)2
√

γ

· L(γ)(An).

Знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
тогда, когда ak и B̃k, k = 0, n, являются, соответственно, полю-
сами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + Rnγ

w2(wn − Rn)2
dw2,

R =





[
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)]1− 2γ

n2

·
[

n∏

k=1

|ak|
]1+ γ

n





1
n+γ

,

и cap
(
B̃k\Bk

)
= 0, k = 0, n.
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Доказательство. Из теоремы 4 работы [109] и свойств разде-

ляющего преобразования следует, что в случае, когда ak = a
(0)
k и

Bk = B
(0)
k , 0 < γ < n2, k = 0, n, выполняется соотношение

rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
=

=

(
4

n

)n

·
(

4γ
n2

) γ
n

(
1 − γ

n2

)n+ γ
n

·
(

1 −
√

γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

· Rn+γ .

С учетом того, что Rn+γ = L(γ)(An), из теоремы 5.2.1 вытекает не-
обходимое утверждение.

При γ = n2 из теоремы 5.2.1 будем иметь следующий результат.

Следствие 5.2.2. Пусть n > 3, n ∈ N. Тогда для любой n-
равнолучевой системы точек An = {ak}n

k=1 и произвольной систе-
мы попарно непересекающихся областей {Bk}n

k=0, ak ∈ Bk ⊂ C,
k = 0, n, a0 = 0, справедливо неравенство

rn2

(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 n−n ·
[

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)]−1

·
n∏

k=1

|ak|n+1.

Знак равенства реализуется здесь при тех же условиях, что и в
теореме 5.2.1.

Для случая неналегающих областей оценка следствия 5.2.2 уси-
ливает один результат [111].

5.2.2. Оценки функционалов второго типа для
открытых множеств. Результат теоремы 5.2.1 можно зна-
чительно обобщить за счет расширения систем неналегающих
областей до класса всех открытых множеств, удовлетворяющих
второму условию неналегания. Докажем следующий результат.

Теорема 5.2.2. Пусть n > 2, n ∈ N, γ ∈ R+, γ 6 n2. Тогда
для любой n-равнолучевой системы точек An = {ak}n

k=1 и любого
открытого множества B, {0}⋃

An ⊂ B ⊂ C, удовлетворяющего
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второму условию неналегания относительно системы An, справе-
дливо неравенство

rγ(B, 0)
n∏

k=1

r(B, ak) ·
n∏

k=1

exp 2
√

γ gB(0, ak) ·
∏

k 6=p

exp gB(ak, ap) 6

6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

где {a(0)
k } и B

(0)
k , k = 0, n, a

(0)
0 = 0, являются, соответственно,

полюсами и соответствующими им круговыми областями квадра-
тичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + Rnγ

w2(wn − Rn)
dw2,

где Rn+γ = L(γ)(An).

Доказательство. Отметим, что область B обладает функцией
Грина (обобщенной, вообще говоря). По аналогии с доказательством
теоремы 3.2.2 для достаточно малых t ∈ R+ рассмотрим множества

E0 = C\B; U t = {w ∈ C : |w| 6 t} ,

Ek(t) = {w ∈ C : |w − ak| 6 t} , k = 1, n.

По аналогии с (3.2.8) будем рассматривать конденсатор

C(t, B,An) =
{
E0, U t, E1(t), . . . , En(t)

}
,

с предписанными значениями 0,
√

γ, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n раз

. Емкостью конденса-

тора C(t, B,An) называется величина (см. [112,229])

cap C(t, B,An) = inf

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy,

где нижняя грань берется по множеству всех вещественных, непре-
рывных и липшицевых в C функций G(z) таких, что G = 0 в окре-

стности множества E0, G
∣∣∣
Ut

=
√

γ, G
∣∣∣
Ek(t)

= 1, k = 1, n. Модуль кон-

денсатора |C(t, B,An)| определяется соотношением (3.2.9). Из теоре-
мы 1 [111] определим асимптотику модуля C(t, B,An), аналогичную



5.2 Задачи второго типа для n-лучевых систем точек 251

формуле (3.2.14), а именно:

|C(t, B,An)| =

(5.2.5)

=
1

2π

1

γ + n
log

1

t
+ M(B,An) + o(1), t → 0,

где
M(B,An) =

=
1

2π

(
1

γ + n

)2
[
γ log r(B, 0) +

n∑

k=1

log r(B, ak)+ (5.2.6)

+

n∑

k=1

2
√

γgB(ak, 0) +
∑

k 6=p

gB(ap, ak)


 .

Рассмотрим разделяющее преобразование конденсатора

C(t, B,An) относительно семейства углов
{

P
(0)
k (An)

}n

k=1
и се-

мейства функций {zk(w)}n
k=1, где zk(w) = (−1)kiw

n
2 , k = 1, n.

Определим конденсаторы (при малых t)

Ck(t) =
(
E

(k)
0 , U

(k)

t , E
(k)
1 , E

(k)
2

)
,

где

E
(k)
0 = zk

(
E0

⋂
P

0

k

)⋃ {
zk

(
E0

⋂
P

0

k

)}+

,

U
(k)
t = zk

(
U t

⋂
P

0

k

) ⋃{
zk

(
U t

⋂
P

0

k

)}+

,

E
(k)
1 = zk

(
Ek(t)

⋂
P

0

k

)⋃ {
zk

(
Ek(t)

⋂
P

0

k

)}+

,

E
(k)
2 = zk

(
Ek+1(t)

⋂
P

0

k

)⋃ {
zk

(
Ek+1(t)

⋂
P

0

k

)}+

,

k = 1, n, En+1(t) = E1(t), {A}+ = {w ∈ C : −w ∈ A}.
С каждым конденсатором Ck(t) сопоставим класс Vk — всех ве-

щественных, непрерывных и липшицевых в C функций G(z) таких,
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что G = 0 в окрестности множества E
(k)
0 , G

∣∣∣
U

(k)
t

=
√

γ, G
∣∣∣
E

(k)
p

= 1,

k = 1, n, p = 1, 2. При разделяющем преобразовании конденсатору
C(t, B,An) соответствует набор конденсаторов {Ck(t)}n

k=1, причем в
силу работ [108–112] справедливо неравенство

cap C(t, B,An) >
1

2

n∑

k=1

cap Ck(t). (5.2.7)

Непосредственно из (5.2.7) получаем соотношение

|C(t, B,An)| 6 2

(
n∑

l=1

|Ck(t)|−1

)−1

. (5.2.8)

Аналогичные (5.2.5) и (5.2.6) справедливы и асимптотические
представления (см. [111])

|Ck(t)| =

(5.2.9)

=
1

2π

1
2
nγ + 2

log
1

t
+ Mk + o(1), t → 0,

где
Mk =

(5.2.10)

=
1

2π

(
n

2γ + 2n

)2



(
2

n

)2

γ log r
(
B

(k)
0 , 0

)
+

2∑

s=1

log
r
(
B

(s)
k , b

(s)
k

)

λ
(s)
k


 ,

zk(ak) =: b
(1)
k , zk(ak+1) =: b

(2)
k , k = 1, n, an+1 = a1,

B
(s)
k — объединение связной компоненты множества zk

(
B

⋂
P

(0)

k

)
,

содержащей b
(s)
k , с ее симметричным отражением относительно мни-

мой оси, λ
(1)
k = n

2 |ak|
n
2 −1, λ

(2)
k = n

2 |ak+1|
n
2 −1, k = 1, n. Вычислим

асимптотику правой части неравенства (5.2.8). Для этого, полагая,
что t → 0, запишем следующее соотношение:

|Ck(t)|−1 =
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=
2π(2γ + 2n)

n
· 1

log 1
t

(
1 +

2π(2γ + 2n)

n
· Mk

1

log 1
t

+ o

(
1

log 1
t

))−1

=

=
2π(2γ + 2n)

n
· 1

log 1
t

−
[
2π(2γ + 2n)

n

]2

· Mk · 1

log2 1
t

+ o

(
1

log2 1
t

)
.

Отсюда получаем, что
n∑

l=1

|Ck(t)|−1 =

= 4π(γ + n)
1

log 1
t

−
[
4π(γ + n)

n

]2
1

log2 1
t

n∑

l=1

Mk + o

(
1

log2 1
t

)
.

Тогда (
n∑

l=1

|Ck(t)|−1

)−1

=

=
log 1

t

4π(γ + n)

[
1 − 4π(γ + n)

n2
· 1

log 1
t

n∑

l=1

Mk + o

(
1

log 1
t

)]−1

=

=
log 1

t

4π(γ + n)
+

1

n2

n∑

l=1

Mk + o(1).

Из (5.2.5) – (5.2.8) вытекает соотношение

1

2π
· 1

(γ + n)
log

1

t
+ M(B,An) + o(1) 6

6
2

π
· 1

γ + n
log

1

t
+

2

n2

n∑

l=1

Mk + o(1).

Последнее означает, что

M(B,An) 6
2

n2

n∑

l=1

Mk. (5.2.11)

Используя (5.2.5) – (5.2.11), приходим к соотношению

1

2π
· 1

(γ + n)2

[
log rγ(B, 0)

n∏

k=1

r(B, ak)×
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×
n∏

k=1

exp 2
√

γ gB(ak, 0)
∏

k 6=p

exp gB(ak, ap)


 6

6
2

n2
· 1

2π
·
(n

2

)2

· 1

(γ + n)2
log

n∏

k=1

r
4γ

n2

(
B

(k)
0 , 0

) r
(
B

(1)
k , b

(1)
k

)
r
(
B

(2)
k , b

(2)
k

)

(
2
n

)2 |ak ak+1|n
2 −1

.

Отсюда будем иметь соотношение

rγ(B, 0)

n∏

k=1

r(B, ak)

n∏

k=1

exp 2
√

γ gB(ak, 0)
∏

k 6=p

exp gB(ak, ap) 6

6

[
n∏

k=1

r
4γ

n2

(
B

(k)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
k , b

(1)
k

)
r
(
B

(2)
k , b

(2)
k

)] 1
2

×

×
(

2

n

)n
[

n∏

k=1

|ak|2
|ak ak+1|n

2

] 1
2

.

С этого момента остается только повторить рассуждения, проводи-
мые при получении неравенств (5.2.1) и (5.2.2). Окончательно полу-
чаем

rγ(B, 0)
n∏

k=1

r(B, ak)
n∏

k=1

exp 2
√

γ gB(ak, 0)
∏

k 6=p

exp gB(ak, ap) 6

6

(
2

n

)n
[

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)]1− 2γ

n2

·
[

n∏

k=1

|ak|
]1+ γ

n

×

×
[
r

4γ

n2 (D0, 0) r(D1,−i) r(D2, i)
]n

2

= rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

где круговые области Dp, p = 0, 2, B
(0)
k , k = 0, n, и полюсы a

(0)
k ,

k = 0, n, определены при установлении соотношений (5.2.1) и (5.2.2).
Таким образом, равенство в неравенстве теоремы 5.2.2 достигае-

тся, например, для открытого множества B(0) =
n⋃

k=1

B
(0)
k и системы

A
(0)
n = {a(0)

k }n
k=1

⋃{0}. Теорема доказана.
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Следствие 5.2.3. Пусть n > 2, n ∈ N. Тогда для любой
n-равнолучевой системы точек An = {ak}n

k=1 и произвольного
открытого множества B, {0}⋃

An ⊂ B ⊂ C, удовлетворяющего
второму условию неналегания, выполняется неравенство

rn2

(B0, 0)

n∏

k=1

r(B, ak) 6 n−n ·
[

n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)]−1

·
[

n∏

k=1

|ak|
]n+1

.

Знак равенства достигается для B(0) =
n⋃

k=1

B
(0)
k и A

(0)
n = {a(0)

k }n
k=1,

указанных в теореме 5.2.2.

Следствие 5.2.3 для класса открытых множеств, удовлетворяю-
щих второму условию неналегания, усиливает оценку, полученную
в [111].

Замечание 5.2.1. Метод доказательства теоремы 5.2.2 допуска-
ет рассмотрение случая n = 1 и при этом получаем некоторое обоб-
щение теоремы М.А. Лаврентьева [158].

Метод доказательства теоремы 5.2.1 и 5.2.2 позволяет также по-
лучить результат, усиливающий теорему 4 [111].

5.2.3. Экстремальные задачи второго типа для прои-
звольных n-лучевых систем точек. В работе [110] в списке не-
решенных задач под номером 9.2 рассмотрена следующая задача:

Показать, что максимум произведения

rα(B0, a0)
n∏

k=1

r(Bk, ak),

где B0, B1, . . ., Bn, n > 2, — попарно непересекающиеся области в
C, a0 = 0, |ak| = 1, k = 1, n и α 6 n, достигается для некоторой
конфигурации из областей Bk и точек ak, обладающей n-кратной
симметрией.

При α = 1 эта задача полностью решена в работе [109] (см. также
[110–112]). Из метода этой работы следует, что этот же результат
справедлив и при 0 < α < 1.

Идеи и методы работы [109] дополним таким образом, чтобы
получить новое продвижение в изучении вышеупомянутой задачи.
Справедливо следующее утверждение.
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Теорема 5.2.3. (А.К. Бахтин [40]). Для произвольного γ ∈ R+

существует такое n0(γ) ∈ N, что при каждом n > n0(γ) выполня-
ется неравенство

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
(5.2.12)

для любой системы точек An = {ak}n
k=1, |ak| = 1, k = 1, n, a1 =

1, и любой системы попарно непересекающихся областей {Bk}n
k=0,

0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n. Знак равенства в (5.2.12) достигается

тогда и только тогда, когда ak = a
(0)
k , B̃k = B

(0)
k , k = 0, n, a0 = 0,

где a
(0)
k и B

(0)
k являются, соответственно, полюсами и круговыми

областями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

и cap (B̃k\Bk) = 0, k = 0, n.

Очевидно, что теорема 5.2.3 существенно дополняет результат ра-
боты [109].

Доказательство. Для γ ∈ (0, 1] теорема 5.2.3 справедлива в
силу работы [109]. Рассмотрим случай γ > 1. Применяя, как и в
[109], разделяющее преобразование к семейству областей {Bk}n

k=0

относительно системы углов {Pk(An)}n
k=1, определяемой системой

точек An = {ak}n
k=1 и системы функций zk = −i

(
e−i arg anz

) 1
αk , k =

1, n, получаем неравенство

Jγ = rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

[
n∏

k=1

α2
krγα2

k

(
B

(k)
0 , 0

)
r
(
B

(1)
k ,−i

)
r
(
B

(2)
k , i

)] 1
2

6

6

[
n∏

k=1

α2
krγα2

k (D0, 0) r (D1,−i) r (D2, i)

] 1
2

,
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где Dk, k = 0, 1, 2, — круговые области квадратичного дифференци-
ала (5.2.3). Далее,

Jγ 6 γ−n
2

[
n∏

k=1

2t2k+6 · tt
2
k+2

k · (2 − tk)−
1
2 (2−tk)2 · (2 + tk)−

1
2 (2+tk)2

] 1
2

,

где tk =
√

γ αk, k = 1, n. В последней оценке используем резуль-
тат, полученный в работе [109] при доказательстве теоремы 4, что
приводит нас к следующему неравенству:

rσ2

(B0, 0) r (B1,−i) r (B2, i) 6

6 2σ2+6 · σσ2 · (2 − σ)−
1
2 (2−σ)2 · (2 + σ)−

1
2 (2+σ)2 ,

где Bk, k = 0, 2, — произвольные взаимно непересекающиеся области,
0 ∈ B0, −i ∈ B1, i ∈ B2, σ ∈ (0, 2]. Справедлива следующая цепочка
неравенств:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

n∏

k=1

[r(B0, 0)r(Bk, ak)]
γ
n

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6

6

[
n∏

k=1

|ak|2
] γ

n

·
[
2n

n∏

k=1

αk · L0(An)

]1− γ
n

6

[
2n

n∏

k=1

αk

]1− γ
n

6

6

[
2nα0

(
2 − α0

n − 1

)n−1
]1− γ

n

=
[
2nα0(2 − α0)

n−1(n − 1)−(n−1)
]1− γ

n

,

где α0 = max
k

αk, причем 2−α0 6 2− 1√
γ , α0 >

2
n . С другой стороны,

из результатов работы [109] и свойств разделяющего преобразова-
ния, получаем

J0
n(γ) = rγ (D0, 0)

n∏

k=1

r (Dk, dk) =

=

(
2

n

)n




2
4γ

n2 +6
(

2
√

γ

n

) 4γ

n2

(
2 − 2

√
γ

n

) 1
2

(
2− 2

√
γ

n

)2 (
2 +

2
√

γ

n

) 1
2

(
2+

2
√

γ

n

)2




n
2

=
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=
4n+ γ

n · γ γ
n · nn

(n2 − γ)n+ γ
n

·
(

n −√
γ

n +
√

γ

)2
√

γ

=

=

(
4

n

)n

·
(

4γ
n2

) γ
n

(
1 − γ

n2

)n+ γ
n

·
(

1 −
√

γ

n

1 +
√

γ

n

)2
√

γ

,

где Dk, dk, k = 0, n, d0 = 0, — соответственно круговые области и
полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Оценим теперь величину

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, dk)
6

6

[
2 · 2n−1 · α0(2 − α0)

n−1(n − 1)−(n−1)
]1− γ

n

(
4
n

)n−1−γ(1− 1
n ) ·

(
4
n

)γ+1− γ
n ·

(
4γ
n2

) γ
n ·

(
1 − γ

n2

)−n− γ
n ·

(
1−

√
γ

n

1+
√

γ

n

)2
√

γ
6

6


2

1√
γ
·
(

2 − 1√
γ

2

)n−1

·
(

n

n − 1

)n−1



1− γ
n

·
(n

4

)γ+1− γ
n · O(1) =

=
[n

4

]γ+1

·
[

2 − 1√
γ

2

]n−1−γ n−1
n

· O(1),

где

O(1) =

(
n2

4γ

) γ
n

·
(
1 − γ

n2

)n+ γ
n ·

(
1 +

√
γ

n

1 −
√

γ

n

)2
√

γ

×

×
(n

4

)− γ
n ·

(
2√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n − 1

)n−1−γ n−1
n

,
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причем для n достаточно больших можно считать, что O(1) < 10 e.
Очевидно, что

O(1) =

(
n

γ

) γ
n

·
(
1 − γ

n2

)n+ γ
n ·

(
1 +

√
γ

n

1 −
√

γ

n

)2
√

γ

×

×
(

2√
γ

)1− γ
n

·
(

n

n − 1

)n−1−γ n−1
n

.

Далее, введем обозначение:

Jn(γ) =

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak)

rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, dk)
,

и с учетом всех предыдущих рассуждений можем записать:

Jn(γ) 6 10e
(n

4

)γ+1

·
(

1 − 1

2
√

γ

)n−1

при любом фиксированном γ ∈ R+ и больших n (например, n >

10γ). Отсюда следует, что при n → ∞ Jn(γ) → 0. Таким образом,
существует такое n0(γ), что Jn(γ) < 1 при всех n > n0(γ) и при всех
α0 таких, что 2 − α0 6 2 − 1√

γ . Это означает, что при n > n0(γ) и

2 > α0 >
1√
γ для произвольных систем попарно непересекающихся

областей и любых наборов различных точек ak, |ak| = 1, k = 1, n,
ak ∈ Bk, 0 ∈ B0, имеет место строгое неравенство:

rγ(B0, 0)
n∏

k=1

r(Bk, ak) < rγ(D0, 0)
n∏

k=1

r(Dk, dk).

Наконец, остается получить оценку при 2 − α0 > 2 − 1√
γ . В этом

случае выполняется условие α0 < 1√
γ , которое равносильно условию

γα2
0 < 1. Ввиду того, что α0 > αk, k = 1, n, последнее неравенство

влечет соотношение γα2
k < 1, k = 1, n, которое обеспечивает условия
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для применения метода из работы [109], при доказательстве теоремы
4. Таким образом, используя вогнутость функции

y(x) = log 2x2+6xx2+2(2 − x)−
1
2 (2−x)2(2 + x)

1
2 (2+x)2

при x 6 1, из приведенных в начале пункта оценок, получаем нера-
венство

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, 0)

n∏

k=1

r(Dk, dk)

при фиксированных γ ∈ R+, n ∈ N, n > n(γ). Вопрос достижимо-
сти знака равенства рассматривается стандартным путем. Теорема
доказана.

Можно доказать и значительно более сильный результат.

Теорема 5.2.4. Для любых β, γ ∈ R+ существует номер
n(γ, β) ∈ N такой, что при каждом n > n(γ, β), n ∈ N справедливо
неравенство

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ
(
B

(0)
0 , 0

) n∏

k=1

r
(
B

(0)
k , a

(0)
k

)
,

где An = {ak}n
k=1 — любая n-лучевая система точек такая, что

L(γ)(An) = 1, L(0)(An) 6 β и An ⊂ Uβ, {Bk}n
k=0 — произвольная

система попарно непересекающихся областей, ak ∈ Bk, k = 0, n,

a0 = 0, а B
(0)
k , a

(0)
k , k = 0, n, a

(0)
0 = 0, — круговые области и полюсы

квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Доказательство. Рассмотрим величину

L(γ)(An) =

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− 1
2 γα2

k n∏

k=1

|ak|1+
1
4 γ(αk+αk−1) =

= L(An) ·




n∏

k=1

|ak|
1
4 (αk+αk−1)

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)] 1
2 α2

k




γ

.
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Далее, заметим, что при ограничении |ak| 6 β, β ∈ R+ отсюда
вытекает соотношение

L(γ)(An) 6 L(An) ·




β
1
2

n∑
k=1

αk

n∏
k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)] 1
2 α2

k




γ

6

6 L(An) · βγ = βγ+1.

С другой стороны, имеет место цепочка неравенств

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) =

n∏

k=1

(r(B0, 0)r(Bk, ak))
γ
n ·

[
n∏

k=1

r(Bk, ak)

]1− γ
n

6

6

[
n∏

k=1

|ak|2
] γ

n

·
[
2n

n∏

k=1

αk

]1− γ
n

=

n∏

k=1

|ak|
2γ
n ·

[
2n

n∏

k=1

αkβ

]1− γ
n

6

6 β2γ ·
[
2nα0

(
2 − α0

n − 1

)n−1
]1− γ

n

,

где α0 = max
16k6n

αk и 2 − α0 6 2 − 1√
γ . Аналогично доказательству

теоремы 5.2.3 получаем, что при достаточно больших n величина
J(γ) < 1. Следовательно, остается рассмотреть только случай n >

n(γ, β) и 2−α0 > 2− 1√
γ . Но в этом случае доказательство проводится

аналогично тому, как это сделано в теореме 5.2.3. Теорема доказана.

5.3 Экстремальные задачи третьего типа

5.3.1. Оценка функционалов третьего типа для ненале-
гающих областей. В этом разделе объектом нашего исследования
будет оценка функционала

J = [r(D, 0)r(D,∞)]
γ

n∏

k=1

r(D, ak)

на некоторых классах открытых множеств D, {0,∞} ∪ An ⊂ D ⊂ C,
где An = {ak}n

k=1 — равноугольная система точек, n ∈ N, n > 2 и
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γ ∈ R+ — фиксированные числа. В случае, когда D есть объединение
неналегающих областей B0, Bk, B∞, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, 0 ∈ B0,
∞ ∈ B∞, сформулируем следующий результат.

Теорема 5.3.1. Пусть n ∈ N, n > 3, γ ∈ R+. Тогда для прои-
звольной равноугольной n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1

такой, что
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)
|ak| = 1, и любой системы попарно не-

пересекающихся областей B0, Bk, B∞, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n,
0 ∈ B0 ⊂ C, ∞ ∈ B∞ ⊂ C, справедливо неравенство

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
γ

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 [r(D0, 0)r(D∞,∞)]
γ

n∏

k=1

r(Dk, dk),

знак равенства в этом неравенстве достигается тогда и только
когда, когда ak = dk, B̃k = Dk,k = 1, n, где dk и Dk, k = 1, n, есть,
соответственно, полюсы и круговые области квадратичного диф-
ференциала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

причем cap(B̃k \ Bk) = 0, k = 1, n.

Доказательство. Рассуждения аналогичны приведенным в п.
5.1.1 и в п. 5.2.1. Используя формулы (5.1.3), (5.1.4) и учитывая рав-
ноугольность системы точек An, получаем соотношения

r(B0, 0) 6

[
n∏

k=1

r
(
G

(0)
k , 0

)] 2
n2

, r(B∞,∞) 6

[
n∏

k=1

r
(
G

(∞)
k ,∞

)] 2
n2

,

r(Bk, ak) 6




r
(
G

(2)
k−1, g

(2)
k−1

)
· r

(
G

(1)
k , g

(1)
k

)

(
n
2

)2 |ak|n−2




1
2

, k = 1, n.

Здесь G
(0)
k , G

(2)
k , G

(1)
k , g

(2)
k , g′k определены в пп. 5.1.1, 5.2.1,

а G
(∞)
k обозначает объединение связной компоненты множества

zk

(
B∞ ∩ P k(An)

)
, содержащей z = ∞, с ее симметричным отраже-

нием относительно мнимой оси, k = 1, n. Отсюда непосредственно
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следует цепочка неравенств, во многом аналогичная рассмотренным
ранее случаям, а именно,

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
γ

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6





n∏

k=1

[
r
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(∞)
k ,∞

)] 4γ

n2 ·
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

(
n
2

)2
(|ak||ak+1|)

n−2
2





1
2

=

=

(
2

n

)n

·
n∏

k=1

|ak|
n
2 + |ak+1|

n
2

(|ak||ak+1|)
n
4

|ak|×

×





n∏

k=1

r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

(
|ak|n

2 + |ak+1|n
2

)2

[
r
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(∞)
k ,∞

)] 4γ

n2





1
2

=

=

(
4

n

)n n∏

k=1

χ

(∣∣∣∣
ak

ak+1

∣∣∣∣
n
4

)
|ak| ·

(
n∏

k=1

I
(k)
4

(
4γ

n2

)) 1
2

=

=

(
4

n

)n

·
(

n∏

k=1

I
(k)
4

(
4γ

n2

)) 1
2

,

где

I
(k)
4

(
4γ

n2

)
=

[
r
(
G

(0)
k , 0

)
r
(
G

(∞)
k ,∞

)] 4γ

n2
r
(
G

(1)
k , g

(1)
k

)
r
(
G

(2)
k , g

(2)
k

)

∣∣∣g(2)
k − g

(1)
k

∣∣∣
2 ,

∣∣∣g(2)
k − g

(1)
k

∣∣∣ = |ak|
n
2 + |ak+1|

n
2 , k = 1, n.

На основании теоремы 4.1.1., следствия 4.1.3 и инвариантности
функционала

(
r(B1, a1)r(B3, a3)

|a1 − a3|2
)γ (

r(B2, a2)r(B4, a4)

|a2 − a4|2
)
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приходим к неравенству

I
(k)
4 (γ) 6 I0

4

(
4γ

n2
, 1

)
, k = 1, n,

где величина I0
4 (α1, α2) определена в пункте 4.1.1. Знак равенства в

этом неравенстве достигается тогда и только тогда, когда G̃
(0)
k , G̃

(∞)
k ,

G̃
(2)
k , G̃

(1)
k и 0, ∞, g

(2)
k , g

(1)
k являются, соответственно, круговыми

областями и полюсами квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −w4 + (2 − 4γ)ρ2w2 + ρ4

w2(w2 + ρ2)2
dw2,

и cap(G̃
(q)
k \G(q)

k ) = 0, k = 1, n, q ∈ {0, 1, 2,∞}, ρ ∈ R+. Таким образом,
окончательно исходное неравенство приобретает вид:

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
γ

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

(
4

n

)n

·
[
I
(0)
4

(
4γ

n2

)]n
2

=

= [r(D0, 0)r(D∞,∞)]
γ ·

n∏

k=1

r(Dk, dk).

Отсюда следуют все утверждения теоремы 4.1.1.

Используя лемму 4.1.2 и следствие 4.1.3, можно вычислить пра-
вую часть оценки, полученной в теореме 5.3.1.

Следствие 5.3.1. При условиях теоремы 5.3.1 выполняется не-
равенство

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]
γ

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6

6

(
4

n

)n




(
4γ
n2

)( 4γ

n2 )

∣∣∣ 2
√

γ

n − 1
∣∣∣
(

2
√

γ

n
−1

)2 (
2
√

γ

n + 1
)(

2
√

γ

n
+1

)2




n
2

.

Равенство здесь достигается при выполнении условий теоремы
5.3.1.
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5.3.2. Открытые множества и задачи третьего типа.

Теорема 5.3.2. Пусть n ∈ N, γ ∈ R+. Тогда для прои-
звольной n-равнолучевой системы точек An = {ak}n

k=1 такой,

что
n∏

k=1

χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
n
4

)
|ak| = 1, и любого открытого множества D,

{0,∞}⋃
An ⊂ D ⊂ C, удовлетворяющего третьему условию нена-

легания, справедливо неравенство

[r(D, 0)r(D,∞)]
γ

n∏

k=1

r(D, ak) · {exp 2γ gD(0,∞)×

×
n∏

k=1

exp 2
√

γ (gD(0, ak) + gD(∞, ak)) ·
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap)



 6

6

[
r
(
D

(0)
0 , 0

)
r
(
D

(0)
n+1,∞

)]γ

·
n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
.

Равенство здесь достигается для D(0) =
n+1⋃
k=0

D
(0)
k и A

(0)
n =

{
a
(0)
k

}n

k=1
, где

{
D

(0)
k

}∞

k=0
— круговые области, а A

(0)
n =

{
a
(0)
k

}⋃{0,∞} — полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2,

причем 0 ∈ D
(0)
0 , ∞ ∈ D

(0)
n+1, a

(0)
k ∈ D

(0)
k .

Доказательство. В силу того, что область D удовлетворяет
третье условие неналегания, она обладает функцией Грина (обоб-
щенной, вообще говоря) gD(z, a) ∀a ∈ D. По аналогии с доказатель-
ством теоремы 3.3.2 для достаточно малых t ∈ R+ вначале образуем
множества

E0 = C\D; U t = {w ∈ C : |w| 6 t} ,

∆t =

{
w ∈ C : |w| >

1

t

}
,
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Ek(t) = {w ∈ C : |w − ak| 6 t} , k = 1, n.

Далее, аналогично (3.3.17) — рассматриваем конденсатор

C(t,D,An) =
{
E0, U t, ∆t, E1(t), . . . , En(t)

}
,

с предписанными значениями 0,
√

γ,
√

γ, 1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n раз

. Емкостью конден-

сатора C(t,D,An) называем величину (см. [112,229])

cap C(t,D,An) = inf

∫∫ [
(G′

x)2 + (G′
y)2

]
dxdy,

где нижняя грань берется по множеству всех вещественных, непре-
рывных и липшицевых в C функций G = G(z) таких, что G = 0

в окрестности множества E0, G
∣∣∣
Ut

=
√

γ, G
∣∣∣
∆t

=
√

γ, G
∣∣∣
Ek(t)

= 1,

k = 1, n. Модуль конденсатора |C(t,D,An)| определяется выраже-
нием

|C(t,D,An)| = [cap C(t,D,An)]
−1

.

По теореме 1 [111], аналогично (3.3.24) определяем асимптотику
модуля конденсатора C(t,D,An)

|C(t,D,An)| =
1

2π

1

2γ + n
log

1

t
+ M(D,An) + o(1), t → 0, (5.3.1)

где
M(D,An) =

=
1

2π

1

(2γ + n)2

[
γ log r(D, 0) +

n∑

k=1

log r(D, ak) + 2γgD(0,∞)+

(5.3.2)

+

n∑

k=1

2
√

γ (gD(0, ak) + gD(∞, ak)) +
∑

k 6=p

gB(ap, ak)


 .

Рассмотрим разделяющее преобразование конденсатора

C(t,D,An) относительно семейства углов
{

P
(0)
k (An)

}n

k=1
и се-

мейства функций {zk(w)}n
k=1, где zk(w) = (−1)k iw

n
2 , k = 1, n.

Рассмотрим конденсаторы при достаточно малых t ∈ R+

Ck(t,D,An) =
(
E

(k)
0 , U

(k)

t , ∆
(k)
t , E

(k)
1 , E

(k)
2

)
,
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где

E
(k)
0 = zk

(
E0

⋂
P

0

k

)⋃ {
zk

(
E0

⋂
P

0

k

)}∗
,

U
(k)
t = zk

(
U t

⋂
P

0

k

) ⋃{
zk

(
U t

⋂
P

0

k

)}∗
,

∆
(k)
t = zk

(
∆t

⋂
P

0

k

) ⋃{
zk

(
∆t

⋂
P

0

k

)}∗
,

E
(k)
1 = zk

(
Ek(t)

⋂
P

0

k

)⋃ {
zk

(
Ek(t)

⋂
P

0

k

)}∗
,

E
(k)
2 = zk

(
Ek+1(t)

⋂
P

0

k

)⋃ {
zk

(
Ek+1(t)

⋂
P

0

k

)}∗
,

k = 1, n, En+1(t) = E1(t), {A}∗ = {w ∈ C : −w ∈ A}.
С каждым конденсатором Ck(t,D,An) сопоставим класс Vk —

всех вещественных, непрерывных и липшицевых в C функций G =

G(z) таких, что G = 0 в окрестности множества E
(k)
0 , G

∣∣∣
U

(k)
t

=
√

γ,

G
∣∣∣
∆

(k)
t

=
√

γ, G
∣∣∣
E

(k)
p

= 1, k = 1, n, p = 1, 2. При разделяющем преобра-

зовании конденсатору C(t,D,An) соответствует набор конденсато-
ров {Ck(t,D,An)}n

k=1, причем в силу полученных В.Н. дубининым
результатов [108–110], справедливо неравенство

cap C(t,D,An) >
1

2

n∑

k=1

cap Ck(t,D,An). (5.3.3)

Отсюда непосредственно следует соотношение

|C(t,D,An)| 6 2

(
n∑

l=1

|Ck(t,D,An)|−1

)−1

. (5.3.4)

Аналогично (5.3.1) и (5.3.2) получаем асимптотические представле-
ния (см. [111])

|Ck(t,D,An)| =
1

2π

1

n + 2
log

1

t
+Mk(D,An)+o(1), t → 0, (5.3.5)

где
Mk(D,An) =
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=
1

2π

1

(n + 2)2

[(
2

n

)2

γ log
(
r
(
D

(k)
0 , 0

)
r
(
D

(k)
n+1,∞

))
+

(5.3.6)

+ log
r
(
D

(1)
k , a

(1)
k

)
· r

(
D

(2)
k , a

(2)
k

)

n
2 |ak|n

2 −1 · n
2 |ak+1|n

2 −1


 ,

zk(ak) =: a
(1)
k , zk(ak+1) =: a

(2)
k , an+1 = a1, k = 1, n,

D
(s)
k , k = 1, n, s = 1, 2, — объединение связной компоненты множе-

ства zk

(
D

⋂
P

(0)

k

)
, содержащей a

(s)
k , с ее симметричным отражением

относительно мнимой оси.
Вычислим асимптотику правой части неравенства (5.3.3). Для

этого в соответствии с (5.3.5) запишем (при t → 0)

|Ck(t,D,An)|−1 =

= 4π · 1

log 1
t

(
1 +

4π

log 1
t

Mk(D,An) + o

(
1

log 1
t

))−1

=

=
4π

log 1
t

−
(

4π

log2 1
t

)2

· Mk(D,An) + o

(
1

log2 1
t

)
.

Отсюда получаем, что

n∑

k=1

|Ck(t,D,An)|−1 =

=
4πn

log 1
t

−
(

4π

log 1
t

)2 n∑

k=1

Mk(D,An) + o

(
1

log2 1
t

)
.

Тогда (
n∑

k=1

|Ck(t,D,An)|−1

)−1

=

=
log 1

t

4πn

(
1 − 4π

n log 1
t

n∑

k=1

Mk(D,An) + o

(
1

log 1
t

))−1

= (5.3.7)
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=
1

4πn
log

1

t
+

1

n2

n∑

k=1

Mk(D,An) + o(1).

Из соотношений (5.3.1), (5.3.4), (5.3.7) вытекает

1

4πn
· log

1

t
+ M(D,An) + o(1) 6

6
1

2πn
· log

1

t
+

2

n2

n∑

k=1

Mk(D,An) + o(1).

Но последнее означает, что

M(D,An) 6
2

n2

n∑

k=1

Mk(D,An). (5.3.8)

Учитывая (5.3.2), (5.3.6), получаем

[
log [r(D, 0)r(D,∞)]

γ
n∏

k=1

r(D, ak)×

× exp 2γgD(0,∞)
n∏

k=1

exp 2
√

γ (gD(0, ak) + gD(ak,∞))
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap)


 6

6
1

2
· log

n∏

k=1

[
r
(
D

(k)
0 , 0

)
r
(
D

(k)
n+1,∞

)] 4γ

n2
r
(
D

(1)
k , a

(1)
k

)
r
(
D

(2)
k , a

(2)
k

)

(
2
n

)2 |ak ak+1|n
2 −1

,

что дает неравенство

[r(D, 0)r(D,∞)]
γ

n∏

k=1

r(D, ak)×

× exp 2γgD(0,∞)

n∏

k=1

exp 2
√

γ (gD(0, ak) + gD(ak,∞))
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

6

(
2

n

)n
[

n∏

k=1

1

|ak ak+1|n
4
|ak|

]
×
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×
(

n∏

k=1

[
r
(
D

(k)
0 , 0

)
r
(
D

(k)
n+1,∞

)] 4γ

n2

r
(
D

(1)
k , a

(1)
k

)
r
(
D

(2)
k , a

(2)
k

)) 1
2

.

Аналогично доказательству теоремы 5.2.2 и с учетом условия до-
казуемой теоремы окончательно получаем

[r(D, 0)r(D,∞)]
γ

n∏

k=1

r(D, ak)×

× exp 2γgD(0,∞)

n∏

k=1

exp 2
√

γ (gD(0, ak) + gD(ak,∞))
∏

k 6=p

exp gD(ak, ap) 6

6

[
r
(
D

(0)
0 , 0

)
r
(
D

(0)
n+1,∞

)]γ n∏

k=1

r
(
D

(0)
k , a

(0)
k

)
,

где D
(0)
k , k = 0, n + 1, — круговые области, а {a(0)

k }n
k=1

⋃{0,∞} —
полюсы квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = −γw2n + (n2 − 2γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Причем равенство в неравенстве из теоремы 5.3.2 достигается, на-

пример, для открытого множества D(0) =
n+1⋃
k=0

D
(0)
k и системы точек

A
(0)
n = {a(0)

k }n
k=1

⋃{0,∞}. Теорема доказана.
Для частного случая неналегающих областей некоторые подо-

бные задачи рассмотрены в работе [220].

5.4 Некоторые дополнительные результаты для задач
второго типа

Для задач второго типа со свободными полюсами на n-лучевых
системах точек получены следующие результаты (А.К. Бахтин,
Г.П. Бахтина [55]).

Теорема 5.4.1. Пусть даны числа n ∈ N, n > 2 и γ, 0 < γ 6

0, 4375. Тогда для любой n-лучевой системы точек An = {ak}n
k=1 и
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любого набора взаимно непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂
C, k = 1, n, справедливо неравенство

rγ (B0, 0)

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6 L(γ) (An) · 4n+ γ
n γ

γ
n nn

(n2 − γ)n+ γ
n

(
n −√

γ

n +
√

γ

)2
√

γ

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk,
k = 1, n, являются, соответственно, полюсами и круговыми обла-
стями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + Rnγ

w2(wn − Rn)2
dw2,

где Rn = L(γ)(An).

Доказательство. Совершим разделяющее преобразование за-
данных областей. Для задаваемой условиями теоремы 5.4.1 n-
лучевой системы положим

Ek := Ek(An) := {w ∈ C\{0} : θk < arg w < θk+1(An)}.

Рассмотрим функцию ζ = πk(w) = −i
(
e−iθkw

) 1
αk , k = 1, n. При

каждом k = 1, n зафиксируем ту ветвь многозначной аналитической
функции πk(w), которая осуществляет однолистное и конформное
отображение Ek на правую полуплоскость Re ζ > 0.

Пусть Ω
(1)
k , k = 1, n, обозначает область плоскости ζ, полу-

ченную в результате объединения связной компоненты множества
πk(Bk

⋂
Ek), содержащей точку πk(ak), со своим симметричным

отражением относительно мнимой оси. В свою очередь, через Ω
(2)
k ,

k = 1, n, обозначаем область плоскости Cζ , полученную в результате
объединения связной компоненты множества πk(Bk+1

⋂
Ek), содер-

жащей точку πk(ak), со своим симметричным отражением относи-

тельно мнимой оси, Bn+1 := B1, πn(an+1) := πn(a1). Кроме того, Ω
(0)
k

будет обозначать область плоскости Cζ , полученную в результате
объединения связной компоненты множества πk(B0

⋂
Ek), содержа-

щей точку ζ = 0, со своим симметричным отражением относительно

мнимой оси. Положим πk(ak) := ω
(1)
k , πk(ak+1) := ω

(2)
k , k = 1, n,

πn(an+1) := ω
(2)
n .
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Из определения функций πk вытекает, что

|πk(w) − ω
(1)
k | ∼ 1

αk
|ak|

1
αk

−1 · |w − ak|,

w → ak, w ∈ Ek,

|πk(w) − ω
(2)
k | ∼ 1

αk
|ak+1|

1
αk

−1 · |w − ak+1|,

w → ak+1, w ∈ Ek,

|πk(w)| ∼ |w|
1

αk ,

w → 0, w ∈ Ek,

Тогда, как и при доказательстве предыдущих теорем, получаем

r (Bk, ak) 6




r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

1
αk

|ak|
1

αk
−1 · 1

αk−1
|ak|

1
αk−1

−1




1
2

,

k = 1, n, Ω
(2)
0 := Ω(2)

n , ω
(2)
0 := ω(2)

n ,

r (B0, 0) 6

[
n∏

k=1

rγ2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)] 1
2

.

Отсюда следует оценка для исследуемого функционала вида (5.1.17)

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6

[
n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

) n∏

k=1

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)] 1
2

×

×
n∏

k=1

αk ·
n∏

k=1

|ak|
[
|akak+1|

1
αk

] 1
2

=

n∏

k=1

αk ·
n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×
[

n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

) n∏

k=1

r
(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
r
(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)] 1
2

.
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Выражение, стоящее в скобках последней формулы,
представляет собой произведение значений функционала

rβ2

(Ω
(0)
k , 0)r(Ω

(1)
k , ω

(1)
k )r(Ω

(2)
k , ω

(2)
k ) на тройках неналегающих обла-

стей
(
Ω

(0)
k ,Ω

(1)
k ,Ω

(2)
k

)
плоскости ζ.

Перейдем далее к инвариантной форме этого функционала, что
даем существенные преимущества. С учетом исследований работы
[141] получаем

rγ (B0, 0)

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

|ak|
|akak+1|

1
2αk

×

×





n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r

(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k





1
2

×

×
[

n∏

k=1

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k

] 1
2

=

(5.4.1)

= 2
n− γ

2

n∑
k=1

α2
k ·

(
n∏

k=1

αk

)
·

n∏

k=1

[
χ

(∣∣∣ ak

ak+1

∣∣∣
1

2αk

)]1− γα2
k

2

×

×
n∏

k=1

|ak|1+
1
4 γ(αk+αk−1)×

×





n∏

k=1

rγα2
k

(
Ω

(0)
k , 0

)
· r

(
Ω

(1)
k , ω

(1)
k

)
· r

(
Ω

(2)
k , ω

(2)
k

)

|ω(1)
k · ω(2)

k |γα2
k |ω(1)

k − ω
(2)
k |2−γα2

k





1
2

.

Здесь использованы соотношения |ω(1)
k | = |ak|

1
αk , |ω(2)

k | = |ak+1|
1

αk ,

|ω(1)
k − ω

(2)
k | = |ak|

1
αk + |ak+1|

1
αk .

Функционал, стоящий в фигурных скобках выражения (5.4.1),
инвариантен при любых конформных автоморфизмах C. Тогда, обо-

значив через G
(s)
k образ области Ω

(s)
k при дробно-линейном отображе-

нии Tk(ζ), Tk(ω
(1)
k ) = −i, Tk(ω

(2)
k ) = i, Tk(0) = 0, k = 1, n, s = 0, 1, 2,
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получаем, что

rγ (B0, 0)
n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(5.4.2)

6

(
n∏

k=1

αk

)
· L(γ)(An)×

×
n∏

k=1

{
rγα2

k

(
G

(0)
k , 0

)
· r

(
G

(1)
k ,−i

)
· r

(
G

(2)
k , i

)} 1
2

=

В результате проведенных вычислений исходная задача сведена
к оценке сверху функционала rβ2

(B0, 0)r(B1, i)r(B2,−i) на классе
троек попарно непересекающихся областей {B0, B1, B−2} таких, что
0 ∈ B0, i ∈ B1, −i ∈ B2, Bk ⊂ C, k = 0, 1, 2.

При доказательстве теоремы 4 в работе [109], с учетом результа-
тов [141], доказано, что

rβ2

(B0, 0)r(B1, i)r(B2,−i) 6 Ψ(β) =

= 2β2+6 · ββ2

(2 − β)−
1
2 (2−β)2 · (2 + β)−

1
2 (2+β)2 ,

β ∈ [0, 2]. Нетрудно также показать, что функция lnβ2Ψ(β) выпукла
вверх на отрезке (0,

√
1, 75), а функция Ψ(β) — на отрезке (0,

√
0, 8).

Таким образом, отсюда вытекает неравенство

rγ (B0, 0)

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6 L(γ)(An) · γ−n
2

[
n∏

k=1

t2kΨ(tk)

] 1
2

6

6 γ−n
2 · L(γ)(An)

[(
2
√

γ

n

)2

Ψ

(
2
√

γ

n

)]n
2

, (5.4.3)

где
tk =

√
γ αk, 0 6 tk 6

√
1, 75. (5.4.4)
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Тогда при
√

γ 6

√
1,75
2 неравенства (5.4.3) и (5.4.4) выполняются для

всех αk, k = 1, n, и отсюда следует, что 0 < γ 6 0, 4375.
Используя свойства разделяющего преобразования и результаты

работы [109] получаем, что знак равенства в неравенстве (5.4.2) до-
стигается, когда точки ak и области Bk, k = 1, n, являются, соответ-
ственно, полюсами и круговыми областями квадратичного диффе-
ренциала

Q(w)dw2 = − (n2 − α)wn + Rnα

w2(Rn − wn)2
dw2,

где Rn = L(γ)(An). Теорема 5.4.1 доказана.

Теорема 5.4.2. Пусть даны числа n ∈ N, n > 2 и γ, 0 < γ 6 0, 2.
Тогда для произвольной n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1 та-
кой, что L(γ)(An) = 1, и любого набора попарно непересекающихся
областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, k = 1, n, справедливо неравенство

rγ (B0, 0)

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

(
n∏

k=1

σk

)
· 2n(4γ)

γ
n n2n

(n2 − γ)n+ γ
n

(
n −√

γ

n +
√

γ

)2
√

γ

.

Знак равенства в этом неравенстве достигается, когда ak и Bk,
k = 1, n, являются, соответственно, полюсами и круговыми обла-
стями квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Доказательство. Из неравенств (5.4.1) – (5.4.4) доказатель-
ства теоремы 5.4.1 следует соотношение

rγ (B0, 0)

n∏

k=1

r (Bk, ak) 6

6

(
n∏

k=1

αk

)
L(γ)(An)

[
n∏

k=1

Ψ(tk)

] 1
2

6

6

(
n∏

k=1

αk

)
· L(γ)(An)

[
Ψ

(
2
√

γ

n

)]n
2

, (5.4.5)
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где
tk =

√
γ αk, 0 6 tk 6

√
0, 8. (5.4.6)

Отсюда, с учетом равенства
n∑

k=1

αk = 2, получаем, что (5.4.5) и (5.4.6)

выполняются при γ 6
0,8
4 = 0, 2. Остальные утверждения теоремы

5.4.2 вытекают из свойств разделяющего преобразования. Теорема
5.4.2 доказана.

Теорема 5.4.3. Пусть n ∈ N, n > 3. Тогда для любого γ ∈ R+,
0 < γ 6

7
16n2, и всякой n-лучевой системы точек An = {ak}n

k=1

такой, что L(γ)(An) = 1 и σk 6

√
1,75

γ , k = 1, n, и любого набора

взаимно непересекающихся областей Bk, ak ∈ Bk ⊂ C, справедливо
неравенство

rγ(B0, 0)

n∏

k=1

r(Bk, ak) 6 rγ(D0, 0)

n∏

k=1

r(Dk, a0
k),

где a0
k и Dk, k = 1, n, — соответственно, полюсы и круговые обла-

сти квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = − (n2 − γ)wn + γ

w2(wn − 1)2
dw2.

Доказательство. Из условий теоремы следует, что 0 < γ 6
n2

4 · 1, 75 = 7
16n2 и

√
γ αk 6

√
1, 75, k = 1, n. Тогда справедливо нера-

венство (5.4.3). Очевидно также, что имеет место равенство

rγ(D0, 0)

n∏

k=1

r(Dk, a0
k) = γ−n

2

[(
2
√

γ

n

)2

Ψ

(
2
√

γ

n

)]n
2

.

Отсюда получаем утверждения теоремы. Теорема 5.4.3 доказана.
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